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Prefacio

Ahora mas que nunca el mundo en el que vivimos se levanta sobre los niimeros, al-
gunos de los cuales tienen incluso nombre propio: el nimero pi (7), el nimero e...
De todo el conjunto de niimeros notables hay uno especialmente interesante:
1,6180339887... Resulta curioso saber que esta modesta cifra ha fascinado a lo
largo de la historia a muchas mas mentes brillantes que pi y e. Durante siglos ha
recibido denominaciones de lo mas llamativas: nimero de oro, proporcién trascen-
dental, nimero divino, divina proporcién, etc. El niimero de oro, que se representa
con la letra griega @ (phi), habita un territorio de relaciones y propiedades numé-
ricas increibles, pero también de conexiones insospechadas entre la naturaleza y las
creaciones humanas. Este libro pretende ser una guia de viaje al pais del nimero
divino, donde descubrir sus bellezas y saber como apreciarlas.

El volumen arranca con un repaso a las maltiples perspectivas del nimero de
oro en la ciencia y el arte de todas las épocas, asi como al papel que desempeiia en
la morfologia de animales y plantas. Una vez conseguida cierta familiaridad con la
divina proporcion estaremos preparados para zambullirnos en sus peculiaridades
numéricas y en su apasionante génesis. Viajaremos de las paginas de los Elementos
de Euclides —el mayor best seller cientifico de todas las épocas— a las ajetreadas calles
de la Florencia renacentista para encontrarnos con su hijo mis célebre, Leonardo.

Una de las maravillas de la proporcion aurea es su inagotable capacidad de
generar figuras de gran belleza y asombrosas propiedades, tales como los poligo-
nos rectangulos o los poligonos regulares. Tras estos nombres tan intimidatorios se
esconden, en realidad, objetos geométricos cotidianos, como las tarjetas de crédito
o las estrellas de cinco puntas. Las primeras constituyen un ejemplo muy a mano
de los denominados «rectingulos dureos», aquellos cuyos lados guardan entre si la
divina proporcién. jLlevamos en el bolsillo una chispa de «divinidad»!Y si los rec-
taingulos dureos son comunes, ;qué decir de las estrellas pentagonales, o de las espi-
rales? Todas ellas estin vinculadas de un modo muy directo a la proporcion aurea, y
asoman aqui y alli en construcciones, mosaicos y juegos de todo tipo.

Pero si algo en verdad resulta asombroso es la vinculacién del nimero divino
con conceptos.an complejos y que tanto han estremecido a la humanidad como
la belleza y la perfeccién. En esta aventura apasionante se cuenta con unos guias de
auténtico lujo: Leonardo, Le Corbusier y muchos otros grandes personajes que se
han rendido a la armonia de ®. Si alejamos nuestra mirada de los trabajos del hom-
bre y la posamos en la naturaleza que nos rodea, también alli nos espera, enigmatica



PREFACIO

y sonriente, la proporcidén durea. El crecimiento de muchos seres vivos sigue las
pautas marcadas por ella, e incluso los fractales, unos recién llegados al universo de
la ciencia, exhiben propiedades que los vinculan con la divina proporcion.
Nuestro viaje por el mas asombroso de los nimeros se completa con una se-
leccion de libros que permitirin profundizar en el conocimiento de la proporcion

durea a quien lo desee, junto con un indice analitico que le puede ayudar a mover-
se con facilidad por el libro.



Capitulo 1

El niimero de oro

«Los sentidos se deleitan con las cosas
que tienen las proporciones correctas.»
Santo Tomas de Aquino (1225-1274)

¢Qué tienen en comun fendmenos naturales tan dispares como la disposicién de
las semillas de una flor de girasol, la elegante espiral dibujada por las conchas de
algunos moluscos y los brazos de la galaxia que nos acoge, la Via Lactea? ;Qué
pauta geométrica de insuperable armonia se esconde en la obra de grandes artis-
tas y arquitectos, desde Vitruvio a Le Corbusier pasando por Leonardo y Salva-
dor Dali? Aunque parezca increible, la respuesta a estos dos interrogantes es un
simple niimero; una cifra de apariencia humilde, conocida desde la Antigiiedad,
cuya continua ap;i‘r{cién en toda clase de manifestaciones naturales y artisticas le
ha merecido apelativos tales como «divina proporcién», «ntimero de oro» o «pro-
porcién durear. Reproducir esa cifra en letra impresa resultaria literalmente im-
posible, y no porque sea excesivamente grande —de hecho, es apenas mayor que
1-, sino porque estd compuesta por un numero infinito de digitos que, ademas,
no siguen pauta alguna. Descartada su reproduccién literal, podemos ayudarnos
de la notacidn aritmética para conocerla. El nimero de oro se torna asi algo

mucho mas manejable:

LS Cp—

2

Mais adelante, en este mismo capitulo, veremos como llegar a esta expresion,
pero hay que reconocer que, al menos a primera vista, la «divina proporcién» re-
sulta poco impresionante. Un ojo entrenado, sin embargo, sabria que hay gato en-
cerrado s6lo con ver la raiz de cinco. En efecto, esta raiz presenta una serie de
propiedades que le merecieron, a ella y a otras similares, el poco amable apelativo
de drracionales»;una clase especial de niimeros de los que también hablaremos

detenidamente.



EL NUMERO DE ORO

Vamos a intentar otra aproximacion al nimero de oro, esta vez geométrica,
en la blisqueda de su supuesto caricter divino. Para ello, dibujamos un rectingulo
cuyo lado mis largo es el resultado de multiplicar el corto por 1,618; es decir, un
rectangulo la proporcién de cuyos lados es el nimero de oro (en este caso, un valor

muy proximo). Si lo hacemos correctamente, nos tiene que resultar algo parecido

a lo siguiente:

Un rectingulo de estas caracteristicas recibe el nombre de dureo. En primera
instancia puede parecernos un rectangulo de lo mas convencional. Hagamos, sin
embargo, un sencillo experimento con dos tarjetas de crédito cualquiera. Si dispo-
nemos una de ellas de forma horizontal y la otra vertical y las alineamos por sus

bases, se observara lo siguiente:

En efecto, al trazar la diagonal de la tarjeta horizontal y prolongarla, podremos
comprobar con creciente admiracién que coincide exactamente con el vértice su-
perior derecho de la tarjeta vertical. Si hacemos la prueba con dos libros de un
mismo tamario, en especial libros técnicos o ediciones de bolsillo, es muy probable
que demos con el mismo resultado. Esta propiedad es exclusiva de los rectingulos

10



EL NUMERO DE ORO

aureos del mismo tamario, de lo que se deduce que muchos objetos cotidianos de
forma rectangular se han disefiado con la divina proporcién en mente. ;Casuali-
dad? Tal vez. O quizis resulta que los rectingulos y demais formas geométricas que
guardan esta proporcién son, por alguna razén, especialmente agradables a la vista.
Si apostamos por esta altima posibilidad, nos encontraremos en compafiia de nom-
bres ilustres de la pintura y la arquitectura de todas las épocas, como se verd en mas
detalle en el capitulo 4. No es ninguna coincidencia que la denominacién moder-
na del nimero de oro, la letra griega phi (®), sea también la inicial del arquitecto
clasico por antonomasia, el legendario Fidias.

Un mundo aureo

Mucho se ha escrito sobre el misterio que oculta la sonrisa mis célebre de la his-
toria del arte, pero ademas se puede aventurar una solucién geométrica al enigma.
Veamos qué ocurre si superponemos varios rectangulos aureos sobre el rostro de la
bella Gioconda:

S
ror ™

¢Tenia en mente Leonardo la proporcidn durea a la hora de realizar su obra maes-
tra? Afirmarlo resultaria aventurado. Menos polémico es aseverar que el genio florenti-
no concedia gran importancia a la relacion entre la estética y la matemitica. Dejaremos
la cuestidn en el aire por el momento, no sin antes mencionar que Leonardo realizo las

1



ilustraciones de una obra de contenido estrictamente matemitico, escrita por su buen
amigo Luca Pacioli, llamada De divina proportione, es decir, «La divina proporciény.
Leonardo no es, desde luego, el Gnico artista en cuya obra se deja ver la ra-
zOn aurea y sus distintas manifestaciones, ya sea como razén entre los lados de un
rectingulo o en formas geométricas de mayor complejidad. Numerosos pintores
posteriores han recurrido a estos fundamentos tedricos, como por ejemplo el ne-
oimpresionista Georges Seurat o el prerrafaelita Edward Burne-Jones. Por su parte,
Salvador Dali realiz6 con su lienzo dedicado a La #ltima cena una obra extraordina-
ria, en la que la divina proporcién posee gran protagonismo. No sélo es el lienzo,
de 268 por 167 cm, un rectingulo dureo casi perfecto, sino que, presidiendo la
sagrada escena, se alza un monumental dodecaedro.Y es que los sélidos regulares
que, como éste, quedan perfectamente inscritos en una esfera, estin intimamente
relacionados con el nimero de oro, como veremos en el tercer capitulo.

El lienzo Une baignade a Asniéres (1884) de Georges Seurat es un recuadro ureo.
Algunos elementos que lo forman también estan insertos en recuadros dureos,
tal como muestran las lineas sobrepuestas.

12
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Acerquémonos ahora a la reina de las artes aplicadas, la arquitectura. Si es cierto
que la proporcién aurea encierra una nocién de armonia de valor universal, de-
beriamos encontrarla también en los trazos geométricos que subyacen en edificios
y construcciones. ;Es asi? Otra vez resulta arriesgado afirmarlo con rotundidad.
Como una dama coqueta que gustara de hurtar sus encantos, la razon aurea anun-
cia su presencia en muchas grandes obras arquitectonicas de todas las épocas, como
la Gran Pirimide o algunas de las mas notables catedrales goticas francesas, sin re-
velarse de un modo concluyente. Sin embargo, resulta dificil mantenerse escéptico
cuando se examina con detalle la fachada de la obra maestra de Fidias, el Partenén,
y se descubre con asombro que sus diversos elementos pueden descomponerse
limpiamente en rectingulos dureos.

e

El secreto de las rosas

El valor dei'i';'l;;lero de oro como patrdn ideal de belleza no es Gnicamente una
veleidad humana. La naturaleza misma parece otorgar a ® un papel especial a la
hora de «escoger» ciertas formas por encima de otras, aunque para percatarse de
ello se debe profundizar algo mis en las propiedadés del niimero de oro. Tomemos

13



a nuestro ya conocido rectingulo dureo y, partiendo de él, restemos un cuadrado
de longitud igual al lado corto de aquél. En este proceso conseguiremos un nuevo
rectangulo aureo, de tamafio obviamente menor. Si repetimos el proceso varias ve-

ces obtendremos la figura siguiente:

Vamos ahora a trazar distintos cuadrantes de circunferencia de un radio igual al
lado de cada uno de los cuadrados que hemos ido quitando, y con el centro en el

vértice de cada uno de ellos. El dibujo resultante nos quedari como sigue:

14



EL NUMERO DE QRO

Esta curva sinuosa, de gran elegancia, se denomina espiral logaritmica. Lejos de

ser una mera curiosidad matematica, se puede observar muy ficilmente en nuestro

entorno, en un recorrido vertiginoso que va de la concha de los nautilus...

...a la forma de los brazos de las galaxias...




EL NUMERO DE ORO

...y, de regreso a la naturaleza en tierra firme, a la elegancia sin par de la disposi-

cién de los pétalos de una rosa:

Acomparfiados de la reina de las flores, nos internamos en otro imbito donde la
proporcion aurea es emperatriz suprema: el reino vegetal. Su presencia alli es sutil y
requiere introducir un nuevo concepto matematico: la sucesién de Fibonacci. Dicha
serie numérica, descrita por este matematico italiano del siglo xi11, arranca con los va-
lores 1y 1, a partir de los cuales cada nuevo término se genera con la suma de los dos
anteriores. Los quince primeros nimeros de esta serie infinita son los siguientes:

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, 233, 377, 610.

El cociente entre un término cualquiera de la sucesion y su antecedente se
aproxima a ® a medida que avanzamos a lo largo de la serie. Comprobémoslo:

1/1 =1
2/1=2
3/2=1,5
5/3 = 1,666...
8/5=1,6
13/8 = 1,625

21/13 = 1,615348...
34/21 = 1,61904
55/34 = 1,61764
89/55 = 1,61818
144/89 = 1,61798

® = 1,6180339887...



Cuando se alcanza el término cuadragésimo de la sucesidn, el cociente se
aproxima al nimero de oro con una precisién de 14 decimales. Las relaciones
entre la seccidén durea y la sucesion de Fibonacci son miltiples e insospechadas
y se exploran con mis detalle mis adelante; baste apuntar en esta introduccién
las asombrosas correspondencias entre el reino abstracto de los niimeros y la
realidad palpable, el suefio pitagbrico convertido en realidad en un escenario de
excepcion.

Para ello, nos serviremos de dos flores de apariencia dispar. En primer lugar,
observemos la siguiente flor del girasol, cuajada de pepitas:

S

T

<
S

S8

',
Z>

22

Al poco nos daremos cuenta de que las pepitas dibujan espirales concéntricas
en sentidos horario y antihorario. Si se cuentan unas y otras, resultan dos nimeros
en apariencia anodinos: 21 y 34... Dos niimeros que ya hemos visto antes.

Efectivamente, se trata de dos términos sucesivos de la serie de Fibonacci. Si
hiciéramos el mismo ejercicio para el caso de otras flores de girasol, es muy pro-
bable que el resultado fuera el mismo o, en su lugar, otro par de términos sucesi-
vos de la misma serie, en especial 55 y 89. La presencia de la proporcién urea en
plantas y arboles no se agota con este ejemplo, sino que abarca la disposicion de
las ramas de algunos arboles, el nimero de los pétalos de muchas flores, e incluso
la forma de las hojas. Buena parte del quinto capitulo estd destinado a explorar

esta migica imbricacién de nimero y forma, abstraccion y realidad.
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Irracionales y series numeéricas; Fidias y Leonardo; rosas y girasoles. Un au-
téntico mundo iureo cuyo examen pormenorizado iniciamos en su origen: el

nimero P.

Los nimeros

¢Coémo seria el mundo si una noche nos acostiramos y durante nuestro suefio
desaparecieran todos los numeros y, con ellos, el pensamiento numérico? Al dia
siguiente, nos despertariamos en un mundo sin ordenadores, sin radio ni televi-
sidn, sin teléfonos moviles y también sin fijos, incluso sin nuestro microondas para
calentar la leche del desayuno... {Y an no habriamos salido de casa! La sociedad
humana no puede existir sin nimeros. Su presencia es avasalladora, no sélo en la
nueva sociedad nacida de la revolucién digital, sino desde siempre. Los nimeros
han regido la actividad humana desde sus origenes y son su instrumento mental
mas fundamental e impresionante.

Todas las civilizaciones han desarrollado nimeros para llevar a cabo actividades
basicas. Cada cultura los ha representado a su propio estilo, pero desde el principio
de los tiempos, los recursos matematicos del hombre se han centrado en cuatro
actividades: contar, ordenar, medir y codificar.

Las dos primeras funciones son las mas evidentes y 1ogicas. Para contar hay que
poner numeros a lo que tenemos, es decir numerar; después, cuando tenemos una
serie de objetos numerados, nuestra accidén mas espontanea es ponerlos por orden.
Serid mucho mas tarde cuando aparezcan las iltimas dos funciones, que entrafian
mayor complejidad. Medir requiere patrones-unidad de cada una de las magnitu-
des y comparar los resultados obtenidos para operar con ellos. Ain mis reciente
es la Gltima gran funcién de los nGmeros, la codificacién. Ha llegado al final de la
carrera, pero en la sociedad moderna la codificacién ha adquirido una importancia
vital.

BRAHMAGUPTA (598-670)

El matematico y astrénomo hindl Brahmagupta publicé en el ano 628 el Brahmasphutasiddhanta,
primer libro conocido en que aparece el sistema decimal completo, practicamente igual al que
utilizamos en la actualidad. No obstante, la forma de expresion con que los nimeros se han

universalizado se debe a los arabes.
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EL NUMERO 0. QUIZAS LA CIFRA MAS IMPORTANTE

La piedra angular de nuestro sisterna de numeracion es el 0. Georges Ifrah, matematico e
historiador de las cifras, explica que «sin el cero y ef principio de posicién nunca se hubiera
podido afcanzar la mecanizacion ni la automatizacion del calculo».

Intentemos multiplicar algo tan simple como 138 por 570. Emprendamos |a tarea en un sistema
de numeracion no posicional cualquiera; por ejemplo, el romano. Es decir, planteémonos multi-
plicar CXXXVIll por DLXX. Suponiendo que supiéramos siquiera por dénde empezar, lo que es se-
guro es gue no sabrfamos cémo terminar. Es una tarea inacabable, un auténtico tormento. Y eso
que nos hemos limitado a nimeros de tres cifras y a una operacion sencilla como multiplicar.

' Este caso viene a ilustrar que la propiedad clave de nuestro moderno sistema de numeracion
no es tanto la base empleada (10) sino el hecho de que cada cifra vale no sélo por su forma
(1, 2...) sino por su posicion relativa a las demas (12, 21). En nuestro sistema decimal posicio-
nal, pocas cifras bastan para nominar a un ndmero, pues segln se pongan a la derecﬁa oala
izquierda de otras tienen un valor diferente.

Pero todavia mas importante fue dar un nombre (y asignar una cifra) a la carencia de toda
cantidad. Asl, para indicar que no hay nada no decimos «no hay tales cantidades» sino «hay
cero cantidades». Y en lugar de no escribir nada, se escribe un 0 (al principio se escribia un
simple punto, «» en lugar de un 0 explicito).

La atribucion de un valor a la nada, equivale a la equiparacion de la no-existencia-de-algo con
la carencia-de-algo, y eso que puede parecernos una perogrullada es lo que, entre otras cosas,
acelero de modo irrefrenable el intercambio, el comercio y, a la larga, el progreso humano. Esa
época milagrosa llamada Renacimiento, nacio con algo tan sendilio coma la introduccion de un.

vulgar cero.

El prf.-ﬁe'r uso documentado del cero auténomo es un jeroglifico maya del siglo 1 a.C.
(en la ilustracion). En el codigo empleado por esta civilizacion el 1 era un punto, el 5,
una raya; el 14, €uatro puntos con dos rayas, etc. 3 '
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Los primeros nimeros que la humanidad utilizé fueron los llamados naturales
(1,2,3,4,5...). En la base de la doctrina pitagérica, la mas influyente en la ma-
tematica de la Grecia clisica y fundamental en las matemiticas de la actualidad,
estaba la teoria de que los nimeros naturales permitian la explicacién del mundo
y de toda la realidad que nos rodea. Los nimeros naturales utilizados por medio
de razones o cocientes entre ellos, es decir las fracciones, conforman lo que en
matematicas llamamos los nlimeros racionales. La expresién se entiende pensando
que «racional» tiene la misma raiz que «racidén», que a su vez la comparte con
«razébn» cuando se aplica a una proporcion entre dos cantidades. Por tanto, «racio-
nal» viene del término «razén» en el sentido de relacién, no en el sentido de algo
«razonable».

Pitagoras y su escuela sabian hace mas de veinticinco siglos que V2 no era ra-
cional, es decir que no se podia expresar como cociente de dos niimeros naturales.
Pero semejante idea contradecia los fundamentos de su pensamiento, que establecia
el nimero indivisible y entero como base del universo. Los pitagdricos atribuian
al nimero un caricter sagrado, y creian que mediante él todo podia medirse, que
todo terminaba por ser nimero.

A los nimeros que no son racionales se les llama «rracionales», un nombre
poco carifioso y probablemente poco acertado, que en realidad sélo significa que
es un namero no expresable como cociente de dos naturales. Imaginemos, pues,
el desconcierto de los pitagéricos, enfrentados a magnitudes realmente irracionales,
realmente imposibles de medir, como la simple diagonal de un cuadrado de lado
unidad (o lo que es lo mismo, J2 )- No es de extrafiar que intentaran esconder tan
perturbador hallazgo.

Existen muchas diferencias de orden matematico entre los niimeros racionales
y los irracionales, pero quizas una de las mas lidicas e intuitivas es lo que podria-
mos definir como su «musicalidad». Esta diferencia, no estrictamente matematica,
tiene una base que si lo es. La expresién decimal de los racionales y los irracionales
es distinta.

Los decimales de los racionales reproducen una secuencia repetida que llama-
mos «periodo», mientras que los decimales de los irracionales no se repiten con
ninguna clase de patrén, aparecen uno tras otro, en aparente desorden. Por lo tanto,
si asignamos un sonido a cada cifra y hacemos «sonar» los decimales de un racional,
escuchariamos una melodia que se va repitiendo, como el estribillo de una can-
cién. En el caso de los ntimeros irracionales las notas sonarian sin ton ni son, y no
podriamos obtener jamas una melodia.
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LA IRRACIONALIDAD DE /2

Supongamos que V2 es racional. Eso quiere decir que v/2 se puede expresar como una pro-
porcion

1

J2=2
q

con py g enteros y primos entre si (es decir, sin factores comunes). Operando y elevando al

cuadradoe,
ZQZ = p!

con lo cual p ha de ser par. Pero si p es par, p=2r y

2qt =4r*

y simplificando

g? =2r?
entonces resulta que g también ha de ser par. O sea que ambos, py g, han de ser pares, y por
tanto comparten un factor comun, que es 2. Se mire por donde se mire, el resultado es una

contradiccion, Por tanto, la suposicion inicial, que \/E es racional, es falsa.

La definicion del nimero aureo

El nimero de oro, o numero aureo, es un numero irracional que representamos
con la letra griega phi (®). Fue un hallazgo de los griegos de la época clasica y su
historia documentada comienza en uno de los libros mas célebres, comentados y
reimpresos de la historia: los Elementos de Geometria de Euclides, escrito alrededor
de 300 afios antes de Jesucristo.

La obra maestra de Euclides es el primer superventas de tema cientifico de la
humanidad y uno de los libros fundamentales de nuestra cultura. El objetivo de
Euclides al escribirlo era doble. Por una parte, queria recopilar todos los resultados
de matematicas conocidos en su época, es decir, componer una especie de enci-
clopedia que pudiera utilizarse como libro de texto en la ensefianza. Por otro lado,
pretendia presentar un modelo de actuacion para demostrar resultados y construir
una teoria matematica, con axiomas y reglas de deduccion,

El éxito de los Elementos en sus pretensiones es incontestable; su influencia ha
sido decisiva en el desarrollo de la matemitica universal a todos los niveles. El
matemitico y divulgador del siglo xx Lucio Lombardo Radice escribié: «Después
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EL NUMERO DE ORO

de la Biblia y las obras de Lenin, es el (libro) que ha tenido mas ediciones y se ha
traducido a miés lenguas; ha sido, hasta hace algunos decenios, el libro de geometﬁa
para la ensefianza media». Puesto que las matematicas son asignatura obligatoria en
los sistemas educativos de todo el mundo, todos los seres humanos del planeta que
han ido a la escuela han leido los Elementos escondido tras sus libros de texto.

EUCLIDES DE ALEJANDRIA (325-265 A.C.)

A pesar de su importancia en la historia de las matematicas, se conocen tan pocas cosas con
certeza de la biografia de Euclides que a menudo se le confunde con otro Euclides, el de
Megara. Euclides de Alejandria naci6 hacia el afio 325 a.C. y en el 300 a.C. aparece ya en
Alejandria como director del departamento de matematicas del llamado Museo (refugio de
las musas) de la ciudad, el mayor centro cientifico de todo el Mediterraneo en su época, pues
recogia copias de los principales manuscritos cientificos del momento. Alli vivié y murio hacia
el afo 265 a.C. Se cree que se educd en Atenas y se le consideraba ya en vida uno de los
grandes talentos de la época.

e

Su influencia se extiende a tra-
vés de los siglos de tal forma
que cuando en la década de
1930 un grupo de matema-
ticos con el nombre colectivo
de Bourbaki quiso dar un giro
radical a las matematicas de la
época enarbolaron |a consig-

na «jAbajo Euclides!».

Detalle de La escuela de
Atenas de Rafael. El artista
pintd a Euclides con la cara del
arquitecto Bramante

y un compds en la mano.
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Elementos de Geometria se compone de trece libros. Del libro I al libro VI se de-
dica a la geometria elemental, del VII al X, a cuestiones numeéricas, del XI al XIII a
la geometria de los s6lidos. En el libro VI, como tercera definicidn, aparece el texto
que lo empezé todo. La traduccidn castellana del cosmografo de Felipe 11, Rodri-
go Zamorano, de 1576, la presenta de la siguiente manera: «Dize se ser dividida una
linea recta con razon extrema y media quando fuere que como se ha toda a la mayor parte,

asst la mayor a la menom.

5. Dizelefer dtpldidq vna lifieareétaconra
Zon.extrema ymcdla quanéfo ficre qucco
mofehatodaalam ayor parte,a afli [a ma-
yor a la menor, ' '

Traducido al castellano actual el texto reza: «Se dice que una recta esta dividida
en media y extrema razén cuando la longitud de la linea total es a la de la parte
mayor, como la de esta parte mayor es a la de la menor. O dicho todavia con ma-
yor concision: «El todo es a la parte como la parte al reston.

Esta media y extrema razén, que aparece con tanta modestia, es el nimero que
con posterioridad se llamara nimero de oro o nimero aureo y al que Luca Pacioli
dedicara todo un tratado en 1509, dindole el nombre de divina proporcién. Phi, ®,
el simbolo con el que hoy conocemos al niimero aureo, se le asigné en época muy
posterior, a principios del siglo xx, cuando el matemaitico norteamericano Mark
Barr propuso vincular el nimero con Fidias, constructor del Partenén de Atenas, y
tomo prestada su inicial.

A continuacidn, y puesto que ya hemos presentado el nimero e incluso lo
hemos ubicado en el grupo de los irracionales, haremos por fin una inmersién
profunda en su.naturaleza matemitica.Vamos a calcular el nimero ®.
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Si tenemos un segmento y en él tomamos dos partes, la particién que hemos hecho
P . , . C x 1
lo serd en media y extrema razén, o sea serd una particién durea cuando —=——,
1 x-1
Esta igualdad nos lleva (ya que para que dos fracciones sean iguales o equiva-
i a_ ¢ .,
lentes lo tienen que ser sus productos en cruz: g= ] ©a-d=b-c)alaecuacién de
segundo grado:

x(x—1)=1-1>x2—-x=1

equivalente a x2—x—1=0. (1)

Que tiene dos soluciones, y la positiva, que es la que nos interesa, es

x = 1,618,

1445
2

Esta es la relacién que buscamos y a la que llamamos ®:

o= % = 1,618,

Puesto que la solucién de la ecuacion (1) es la relacion entre las longitudes de
los segmentos, ésa serd la misma cualquiera que sea el segmento del que partamos.
Dicho de otra forma: la proporcion aurea tendra el mismo valor con independen-
cia de la longitud del segmento inicial.

Puesto que en su expresion aparece una raiz cuadrada no exacta, el nime-
ro @ serd un namero irracional. Lo que quiere decir que nunca podremos tener
una expresion decimal exacta.Y todavia mas: que no habra ningiin grupo de sus
decimales que se repita de modo periddico. El niimero @ es, pues, un ntime-
ro decimal no peridédico, del que se pueden conocer, eso si, tantas cifras exactas
como queramos a partir de las de la /5 . De todas formas, no nos aportarin gran
cosa, ya que la importancia de @ es mis geométrica que numérica. En todo caso,
® = 1,618033988749894..., con 15 decimales, tiene precisién mas que suficiente
para cualquier cilculo que queramos acometer.

A continuacién, echemos mano de la calculadora mas cercana y hagamos algu-
nos calculos sencillos tomando como aproximacién los cinco primeros decimales

de & = 1,61803.
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Primero dividimos: 1/® . ;Qué nos sale? Los mismos decimales, pero sin el 1.

Con mucha aproximacién, resulta que 1/ ® = & — 1.

LOS DECIMALES DE &

Para los amantes de |a precision, a continuacién aparecen los mil primeros decimales del ni-
mero aureo.
1,61803398874989484820458683436563811772030917980576286213544862270526
046281880244970720720418939113748475408807538689175212663386222353693
179318006076672635443338908659593958280563832266131992829026788067520
876689250171169620703222104321626954862629631361443814975870122034080
588795445474924618569536486444924104432077134494704956584678850987433
944221254487706647809158846074998871240076521705751797883416625624940
758906970400028121042762177111777805315317141011704666599146697987317
613560067087480710131795236894275219484353056783002287856997829778347
845878228911097625003026961561700250464338243776486102838312683303724
292675263116533924731671112115881863851331620384005222165791286675294
654906811317159934323597349498509040947621322298101726107059611645629
909816290555208524790352406020172799747175342777592778625619432082750
513121815628551222480939471234145170223735805772786160086883829523045
926478780178899219902707769038953219681986151437803149974110692608867
4296226757560523172777520353613936.

Hagamos el cuadrado, % También con mucha aproximaciéon ®* = @ + 1.

¢Casualidad? Enseguida veremos que no.

Propiedades elementales del numero aureo

Para comenzar, recordemos que @ es la solucién de la ecuacién

i

¥—x—1=0 (1)
lo que indica que la igualdad se cumple para ese valor.Ya lo habiamos intuido con

su valor aproximado

D —DP-1=0=>D2=D+1. (2)
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EL NUMERO DE ORO

A partir de (2), multiplicando varias veces los dos miembros por @ llegamos a:

O =P+ D
D = P* + P2 3)
@5 = Pt + P>

Lo que significa que cualquier potencia de ® es igual a la suma de las dos potencias
anteriores. Luego, una vez que tengamos los valores de ® y de ®?, si queremos obte-
ner el resto de las potencias de @, ya no tenemos que multiplicar mas, basta con ir
sumando dos consecutivas para obtener la siguiente.

Asimismo, utilizando las expresiones (2) y (3) podemos encontrar otras equi-
valencias para las potencias de @ en las que s6lo interviene el propio valor de @ y

nameros naturales.

P =P2+P=DP+1+P=20+1

Dt = P>+ P2 = 2D+ 1)+ (D +1) =3P +2

Q5 =0+ P> =(30+2)+ (2D +1)=5P+3

s =5 + D4 =8P +5 4
7 =Ps +P5 =130 +8

Q8 =@7 +P° =210 +13

Vemos que para obtener cualquier potencia de ® basta con multiplicar el pro-
pio niimero dureo por un nimero que es la suma de los coeficientes de las poten-
cias anteriores de ® y sumarle un nimero que es el coeficiente de la potencia an-
terior. Por ejemplo, en ®¢, el 8 que multiplica a @ es la suma de 5 y 3 que aparecen
en la expresion de @° y el 5 es el nimero que multiplica a @ en esa potencia.

Es conveniente recordar las propiedades que expresan (3) y (4) para cuando
veamos mis adelante la forma de obtener aproximaciones de ® por medio de la
sucesion de Fibonacci. La parte izquierda de las igualdades (3) nos dice que se pue-
de obtener una progresion geométrica de razén ® sumando dos de sus potencias
consecutivas.

Calculamos ahora el valor de 1/® para ver si era casual el resultado que ob-
teniamos al operar con su expresién decimal aproximada. Para ello partimos de la
expresion (2) que nos define @:
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EL NUMERO DE ORO

NUMEROS TRASCENDENTES Y NUMEROS ALGEBRAICOS

Se llaman nameros algebraicos a los numeros reales que son solucion de alguna ecuacion po-
lindmica con coeficientes enteros. Ejemplos de ntimeros algebraicos son V2, 1a solucion de la
ecuacion x2-2=0 o el namero aureo, ®, que loes de x2 —x-1=0.

Los nGmeros que no son solucién de ninguna ecuacion polinémica —es decir, que no son alge-
braicos— se llaman nimeros trascendentes. Como hay infinitas ecuaciones polinémicas y muchas
de ellas tienen solucién, podriamos pensar que casi todos los nimeros son algebraicos... Pero
no es asi: hay muchos mas numeros trascendentes que algebraicos.

Probar gue un ndmero concreto es trascendente no es sencillo, porgue, al haber infinitas
ecuaciones, no se puede demostrar por comprobacion, {No pueden comprobarse todas! Los
dos nlmeros trascendentes mas famosos son ey w. El primero lo probo el matematico francés
Charles Hermite en el ano 1873. Para probar que = lo era, aunque era conocido desde muchos
siglos antes, hubo que esperar hasta que el alemdn Ferdinand von Lindemann lo demostrara

en 1882,

Oz =D+1
P2 -P=1.

Dividiendo los dos miembros de la igualdad por ®:

(@2 - D)/ D=1/P
O-1=1/®.

Esta sorprendente propiedad nos anticipa un horizonte de posibilidades. Con
este pequefio ejercicio vemos que ®, pese a su modesta definicidn, es capaz de
proporcionarnos maravillosos descubrimientos. Lo mis asombroso sera ver prime-
ro cdmo se proyecta en los mas diversos campos de las matemiticas, y después,
cémo tiene repercusiones también fuera de su ciencia materna.

Imaginemos que intentamos hallar el valor de la sucesién indefinida de raices

cuadradas
A=J1+\)1+\/1+Jl+... )

Podemos ir obteniendo valores al afiadir sucesivas raices y vamos obteniendo

los sucesivos valores decimales aproximados de A.
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EL NUMERO DE ORO

\11+V1+\f1+ =1,5931
1+\Jl+\}1+\}1+ 1,6119

14y 14\ 1+y 141 =1,6161
1+\/1+\}1+\/1+J1+JI —1,6174

1+\j1+ 1+ 141+ 1+V1 =1,6178
+\/1+ 1+J1+\/1+\/1+J1+Jf =1,6180,

1+

P

- = =
+
-

=
":———
-

-5_____
+

prea,

-

SUCESIONES

Entenderemos por sucesion un conjunto indefinido de nimeros ordenados que siguen una
cierta ley de formacion. Se suelen representar poniendo una misma letra con subindices que
indican el lugar que ocupan: a, a,, a,, ...a,, ..={a,}.

Algunos ejemplos de sucesiones son la de los ndmeros pares: {2, 4,6, 8 10, ...}:{2!?]-, ola
de cuadrados {1, 4, 9,16, 25, A.,}={n2 } Otros ejemplos sencillos son las progresiones geomeé-
tricas, en las que cada término es igual al anterior multiplicado por un nimero constante, que
se llama «razén», o dicho de otra forma, que el cociente entre dos términos consecutivos es
constante. Si de una sucesion tenemos una expresion gue nos dé el valor de cada término
en funcion del lugar que ocupa, el término general, ya tenemos definida completamente la
sucesion, porque podemos conocer todos sus términos.

En el caso de una progresion geometrica cuyo primer término sea a, y su razon r, el término
general tendra como expresién a, =a, -r 1.

También se puede definir una sucesion por medio de una ley que nos permita obtener un término
conocidos los anteriores, lo que se llama una ley de recurrencia. Es méas conveniente para trabajar

€on una sucesion tener el término general, pero no siempre es posible o sencillo tenerlo.
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A partir de entonces, aunque afiadamos mas términos, nos moveremos siempre
alrededor de 1,618, pricticamente el valor de ®. Otra vez nos sorprende una posi-
ble nueva expresion para obtener aproximaciones de ®.Vamos a comprobarlo.

Elevando (5) al cuadrado obtenemos

A2=1+\/l+\/1+\/1+\/1+.... =1+ A.

Con lo que se cumple A2—-A-1=0

Que es la misma ecuacién que define ®. Por lo tanto, su solucién es otra forma

de expresar el nimero aureo:
(D=\/1+\}1+\}l+v"l+...

FRACCIONES CONTINUAS

Las fracciones continuas simples son expresiones del tipo

donde todos los a, gue aparecen son ntmeros enteros. Por facilidad de representacion se suelen
denotar como [61. a,. a8, a,, ] y si hay alguin grupo de cifras que se repite, se marca con una li-
nea superior (por ejemplo, si son a, y a, las que se repiten periddicamente se escribira: [a,, a, |}

Para los numeros racionales la fraccién periddica equivalente es finita. Por ejemplo:

H-v3+-1—-i=3+'i'1'=3+‘;;"3"=3 2+':]
4 4 4
3

o
1
|

37 - 1 1 1 1
S i [ 5

odo irracional que contenga una rafz cuadrada (cuadratico) se puede expresar también en forma
de fraccion continua. Y si es la solucién de una ecuacién del tipo x2 —bx—1=0 se puede expresar
como una fraccion continua de periodo b.
1 —
—=[b,b,b,b, .]=[b]
b + o _1_ oty

Nt
7 i b+..

b+
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LOS NUMEROS METALICOS

Hemos visto que el ntimero ureo es la raiz positiva de una ecuacion de segundo grado. Esta
propiedad ha llevado a generalizar el concepto y definir la familia de los nimeros metdlicos.
Ademas de @, el nimero de oro, existen los nimeros de plata, de bronce, de cobre... con los
gue @ también tiene similitudes en construcciones geomeétricas y como limite de sucesiones,
Los nimeros metalicos se definen de manera algebraica como las soluciones positivas de ecua-
ciones de segundo grado del tipo
-px—-g=0 (M)

donde p y g son nimeros naturales gue dan lugar a los diferentes componentes de la familia.
Si en (M) hacemos p=2y g=1 la solucién positiva es 1+J552,414213562373095048,,.

Este resultado es conocido como el nimero de plata.

3+413
2

Sien (M), p=3yg=1, lasolucién positiva =3,30277563773199464 .. nos da el nimero

de bronce.

Sus nombres metalicos se comprenden mejor si expresamos estos numeros en forma de frac-
cién continua, Ya sabemos que @ = [1] Pues bien, resulta que el nimero de plata = [ ] y el
nimero de bronce = [3]

Una forma habitual a lo largo de la historia de aproximar valores es por medio
de fracciones continuas. Tenemos para @ la expresion

®= 1++=[1,1,1,1,...]=[]] (6)

1+_1.1_._
1+——
1+..

de la que se puede ver que es cierta porque podemos escribir (6) en la forma

¢=1+—~—-—=1+é—)¢2—¢—1=0
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Por tanto, hemos encontrado dos nuevas expresiones para @, las (5) y (6). En la
actualidad, la facilidad de cilculo de los ordenadores ha restado importancia a estas
maneras de aproximar @, pero en la larga historia del nimero se han encontrado
siempre entre las mas clasicas. Atn hoy suponen un excelente ejercicio mental para
el que s6lo es necesaria una calculadora de bolsillo.

La sucesion de Fibonacci

La historia de las matematicas es a veces sorprendente, y desde luego, siempre in-
esperada. El viejo niimero iureo, tan geométrico, emparentd siglos después con
unas fracciones que surgieron de una sucesion puramente aritmética. El artifice del
matrimonio fue el mis destacado matematico de la Edad Media, Leonardo Pisano,
mas conocido como Fibonacci.

Fibonacci escribi6 obras de geometria, algebra y teoria de niimeros, de la que
fue un pionero, pero la mis conocida trata sobre el calculo. El Liber abaci (Libro del

ibaco), publicado en 1202, tiene un titulo engafioso, una especie de ironia, porque

LEONARDO PISANO,
FIBONACCI (1170-1250)

Leonardo Pisano nacio en Pisa en 1170. Su apo-
do denota su origen familiar, pues Fibonacci sig-
nifica simplemente «hijo de Bonacci» (figlio di
Bonacci). Sin embargo, el nombre es de origen
moderno, no hay pruebas de que fuera conocido
como Fibonacci en su época.

Se inici6 en las matematicas desde la contabili-
dad, pues su padre era un mercader italiano con

relaciones comerciales internacionales. Pronto

Leonardo mostré un interés por las matematicas

que iba mucho més alld de sus aplicaciones mercantiles. Los viajes comerciales al norte de Africa
le proporciona_n;qrila oportunidad de aprender de maestros musulmanes que le transmitieron la
mateméticargrabe. Asi conocio el sistema de numeracion indo-arabigo y comprendio de inme-
diato sus enormes ventajas. Se convirtio en su mas acérrimo valedor en Europa, donde intenté

divulgarlo. A él le debemos su introduccién en nuestra cultura.
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justamente en él se trata de demostrar las ventajas de las cifras arabes para el cilculo
frente a los métodos habituales en la Italia de la época, donde los abacistas em-
pleaban el dbaco y los viejos niimeros romanos. El libro de Fibonacci terminé con
ellos, pero no fue ficil. A pesar de la facilidad para el cilculo que suponia la nume-
racién decimal, no se extendid con rapidez, sino al contrario. Tuvo que enfrentarse
a todo tipo de resistencias, sobre todo del gremio de calculistas, que durante siglos
estuvo dominado por los abacistas en detrimento de los partidarios del calculo con

nameros aribigos, los algoristas.

llustracion del libro de Gregor Reisch, Margarita Philosophica,
en la que se muestra una disputa entre abacistas (derecha) y algoristas (izquierda).
La imagen es de 1504 y muestra como tres siglos después de Fibonacci todavia
no estaba resuelta la disputa sobre el calculo.
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Ademas del uso de las cifras y de los métodos de cilculo, el Liber abaci aborda la
teoria de nimeros (descomposicion en factores primos, criterios de divisibilidad...),
contiene problemas de ilgebra de primer grado y por supuesto habla de contabilidad
mercantil, de la regla que en los venerables libros de aritmética mercantil se llamaba
reparto de beneficios y pérdidas y del cambio de monedas. Pero el mis conocido de
los problemas propuestos en el Libro del dbaco es el famoso problema de los conejos,
cuya solucién es la sucesién que hoy se conoce con el nombre de Fibonacci.

El problema estd enunciado de la siguiente forma: ;Cudntas parejas de conejos
tendremos a fin de afio si comenzamos con una pareja que produce cada mes otra pareja
que procrea a su vez a los dos meses de vida?

Para resolverlo, Fibonacci, como buen mercader y financiero, hizo una tabla.
En ella desglosaba el crecimiento de su familia de conejos y hacia un seguimiento
del nimero de parejas que tenia al acabar cada mes. La columna final muestra el
namero total de conejos. Un vistazo ripido nos permite advertir un curioso com-

portamiento en la sucesién: cada término se obtiene como suma de los dos que le

preceden.

Generacion

Mes 12 2% 3* 42 5% 6° Total
1€ 1 1
2° 1 1
3° 1 1 2
4° il 2 3
52 1 3 1 5
6° 1 4 3 8
75 1 5 6 1 13
8° 1 6 10 4 21
9 1 7 15 10 1 34
10° 1 8 21 20 5 55
T8 1 9 28 35 15 1 89
122 1 10 36 56 35 6 144
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Los ntimeros de la altima columna componen la llamada sucesién de Fibonacci,
definida por recurrencia por la ley
a,=la,=%a =a_ +a_,(n22).
Veamos una primera relacidn de esta sucesion con el niimero iureo. R etomare-

mos para ello la expresiéon (4) del apartado anterior, que nos daba las potencias de
®, y que aqui mostramos de forma concisa:

D =2P+1
Q=3P +2
Q5 =50+3
Ot =8D+5
@7 =13P+8
@2 =210 +13

Si nos fijamos en los coeficientes de las sucesivas potencias de ® vemos que son
dos términos consecutivos de la sucesién de Fibonacci. De forma que, siendo a, el
término de lugar n de la sucesion de Fibonacci, podemos poner como expresion
general de esas potencias del nimero dureo

Or=qg DP+a__.
n n—1
Continuamos con otras relaciones. Recuperemos nuestra compariera de jue-

gos, la calculadora, y hagamos el cociente entre cada uno de los términos de la

LIMITE DE UNA SUCESION

Decimos que el nimero A es el limite de una sucesion {a, } cuando los términos de la sucesion
pueden llegar a hacerse tan préximos a A como deseemos, a partir de uno concreto, que de-
pende de |a proximidad que gueramos.

: : s z
Pueden servir de ejemplo la sucesién {H} de limite 0
(porque las fracciones 1/n pueden ser tan cercanas a 0 como queramos al crecer n),

2n+1 i : : S
ola { 2—} cuyo limite es 2. No todas las sucesiones tienen limite.
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sucesion de Fibonacci y el anterior: a /a_,. Al principio, los resultados tienen
poco que ver con @, pero continuemos. ;Qué descubrimos? Pues si, efectiva-
mente, de pronto la diferencia comienza a reducirse hasta un nivel sorprendente.
En la siguiente tabla podemos comprobar que a partir del décimo término es

menor de 1 milésima.

Lugar Diferencia con &
1 1
2 1 1.000000000000000 -0.618033988749895
- 2 2.000000000000000 +0.381966011250105
= 3 1.500000000000000 -0.118033988749895
) 5 1.666666666666667 +0.048632677916772
6 8 1.600000000000000 -0.018033988749895
7 13 1.625000000000000 +0.006966011250105
B 21 1.615384615384615 -0.002649373365279
9 34 1.619047619047619 +0.001013630297724
10 55 1.617647058823529 -0.000386929926365
11 89 1.618181818181818 +0.000147829431923
12 144 1.617977528089888 -0.000056460660007
13 233 1.618055555555556 +0.000021566805661
14 377 1.618025751072961 -0.000008237676933
15 610 1.618037135278515 +0.000003146528620
16 987 1.618032786885246 -0.000001201864649
17 1,597 1.618034447821682 +0.000000459071787 |
18 2,584 1.618033813400125 -0.000000175349770 o
12 4,181 1.618034055727554 +0.000000066977659

| 20 6,765 1.618033963166707 -0.000000025583188 s

Esto demuestra que para tener aproximaciones de ® no hace falta sacar deci-
males en ningyna raiz, sino que basta con dividir términos de la sucesion de Fibo-
nacci. T

Como en el caso del niimero dureo, lo que van indicando todas estas compro-
baciones es cierto a nivel general: el limite de los cocientes de los términos de la

sucesién de Fibonacci es ®.Vamos a verlo.
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Supongamos que la sucesién de cocientes de los términos de la sucesién de
Fibonacci a,,, / a, tiene limite (lo suponemos porque no lo vamos a demostrar) y

le lamamos L. Se tendra entonces

+
L= lim &t = fim 22 T %t i (1 2oty fim Dot =
an a,, a“ a"
et m e ot
d . a
_n_ ]JITI. "
Ty 4
(Recordemos que a_,, =a +a,_,)
Luego:
L=1++
L
?=L+1
I2-L-1=0

L=®.

Es decir, que L cumple la misma ecuacién que @, luego tienen el mismo valor.
Asi, el limite de la sucesién de los cocientes de Fibonacci es el ntimero 4ureo.

La sucesion de Fibonacci original es la que empieza con 1 y 1. 51 en vez de esos dos
términos, comenziramos con otros dos cualesquiera, y progresiramos en la sucesion
(haciendo que cada término sea la suma de los dos anteriores), el limite del cociente de
cada término entre el anterior también seria ®. Si nos fijamos, en el razonamiento que
acabamos de hacer lo tinico que se utiliza de la definicion de la sucesion es que

au+l = an +an—1'

Relaciones numéricas sorprendentes

Como vemos, la sucesion de Fibonacci permite aproximar el nimero @ tanto como
queramos por medio de sus cocientes, pero tiene muchos mas usos que la mera reso-
lucién de un problema de conejos, y también presenta relaciones muy peculiares con

otros protagonistas estelares de la matematica. Veamos algunas de ellas.
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Suma de los términos de la sucesion de Fibonacci

Si elegimos diez términos consecutivos cualesquiera de la sucesidn y los sumamos,
obtenemos siempre un maltiplo de 11. Es el caso de los diez primeros, cuya suma es:

1+14+2+3+5+8+13+21+34+55=143=11-13.
O lo mismo pasa con

21+34+55+89+144 + 233+ 377 + 610+ 987 +1.597 = 4.147 =11 377.

Pero no sélo eso, sino que, ademis, esa suma (como se ve en ambos casos) es
exactamente 11 veces el término que ocupa el séptimo lugar de los sumandos (13
en el primer caso y 377 en el segundo).

Mas sorpresas todavia. La suma de un namero n cualquiera de términos de la
sucesion desde el primero es igual al término que ocupa la posicién n+2 tras res-
tarle una unidad. Lo vemos en el caso de los diez primeros, que suman 143, que es
igual al término situado en lugar 12 (144) menos 1. O en el caso de los 17 prime-

ros, cuya suma es 4180 (igual al término a , que es 4181, menos 1).

197
Expresado en férmula, lo que estamos diciendo es

1+1+2+43+45+..a =a 1.

w2

Si somos capaces de explotar esta propiedad hibilmente, podremos calcular la
suma de un numero cualquiera de términos consecutivos, en lo que parecera al
observador un auténtico truco de magia. Elijamos, para poner un ejemplo, dos
términos cualesquiera como el 24 y el 40, y utilicemos la férmula que acabamos

de escribir:

1+1+24+3+5+..a,=a, —1
1+1+24+3+5+...a =a, — 1L

Si ahora restamos ambas expresiones

a,t..ta,=a,—a,
ya tenemos el truco a punto: para sumar todos los términos consecutivos entre
otros dos, basta con hacer una simple resta de términos muy cercanos.
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MARIO MERZ (1925-2005)

El artista italiano Mario Merz, uno de los mas destacados representantes del arte povera, utilizd
de forma recurrente Ja sucesién de Fibonacci en muchas de sus obras desde |la década de los 70,
con elementos diferentes (neones, mesas, animales, periodicos,...) y en formatos variados.

Asf como los ndmeros de Fibonacci apuntan al infinito y describen un crecimiento progresivo
a partir de la suma de las cifras anteriores, Merz utiliza la famosa sucesion para simbalizar el
progreso social y del arte. Los cambios se fundamentan en la suma de eventos del pasado que
son parte integrante y vital de todo desarrollo futuro. De la misma forma, el arte contempora-
neo es |a suma del arte predecente; no se puede crear de |a nada. «Nos alzamos sobre hombros

de gigantes», tal como escribid Newton.

Proyecto de Mario Merz para el metro de Napoles que reproduce en espiral la sucesion
: de Fibonacci.

Las ternas pitagoricas

A pesar de que hay infinitas ternas pitagéricas, no es demasiado ficil encontrar-
las. De ahi la utilidad de la sucesién de Fibonacci, que proporciona un método
automatico para hacerlo. Lo presentamos en este apartado, pero antes, vamos a
intentar comprender mejor la relacién entre Fibonacci, Pitigoras y el nimero

aureo.
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El resultado matemitico mas famoso de la humanidad es el teorema de Piti-
goras: en todo tridngulo rectingulo, el cuadrado de la longitud del lado mayor (la
hipotenusa) es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los otros dos
(los catetos).

@ =+, (T)

Desde el punto de vista geométrico, como el irea de un cuadrado es igual al
cuadrado de su lado, el teorema de Pitagoras afirma que si hacemos cuadrados cu-
yos lados sean los de un tridangulo rectingulo, el irea del cuadrado construido sobre
la hipotenusa tiene un area igual a la suma de las areas de los otros dos.

Esta misma expresion permite saber como es un tridangulo segin sus dngulos,
sin medirlos. Basta con efectuar los cuadrados de las longitudes de los tres lados y
comparar el cuadrado del lado mayor con la suma de las longitudes de los otros
dos. Si esa suma es igual, estamos ante un triangulo rectingulo. Si es mayor, es un
tridngulo obtusingulo (el angulo mayor es obtuso, sobrepasa los 90°). Si la suma es
menor, el tridngulo es acutingulo (los tres angulos son menores de 90°).

A=bt+e

P<b+e
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Si hacemos cajas cuyos lados sean los cuadrados de la figura, la cantidad de liquido
que entra en la grande sirve para llenar exactamente las dos mds pequefias.

Cuando los valores de los lados de un triangulo rectangulo son ntimeros ente-
ros, forman un conjunto de tres niimeros que se ha denominado terna pitagorica.
Es decir, que una terna pitagodrica es un conjunto de tres niimeros enteros (g, b, c)
que satisface que

az=h2+¢2,

A continuacién, mostramos el método para encontrar ternas pitagoricas a traveés
de la sucesiéon de Fibonacci. Elegimos cuatro términos consecutivos cualesquiera
de la sucesion, como por ejemplo, 2, 3, 5 y 8. Con ellos formamos tres niimeros:

1. El producto de los dos de los extremos 2-8=16;
2. El doble del producto de los dos centrales 2-(3-5)=30;
3. La suma de los cuadrados de los dos centrales: 32 +52 =34,

Podemos comprobar ficilmente que estos tres nameros (34, 30, 16) forman una
terna pitagdrica:
162=256 302=900 342=1.156=>256+900=1.156.
Lo que obtendremos siempre, en todos los casos, calculando con cualesquiera

cuatro términos consecutivos de la sucesion de Fibonacci que probemos.
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EL PODER DIVINO DE LAS TERNAS

La terna de lados mas pequenos y mas conocida es (5, 4, 3). A lo largo de la historia se ha
utilizado en forma de cuerdas con nudos a la misma distancia entre ellos para trazar dngulos
rectos, sobre todo para después construir muros o paredes perpendiculares entre si.

En algunas imagenes que nos han llegado del Egipto faradnico pueden verse portadores de
un rollo de cuerda anudada. ;Para qué la usaban? Si se tensa en el suelo la cuerda formando
un triangulo, y se usan los nudos para delimitar los lados, resulta una figura de lados 3, 4 y 5.

Dado gue entre esos nimeros se verifica la relacion:
3442 =52

3,4y 5 forman una terna pitagorica y el tridngulo del suelo resulta ser rectangulo, con catetos
3y 4 e hipotenusa 5.

La cuerda anudada se usaba para construir rapidamente triangulos rectangulos, es decir trian-
gulos en forma de escuadra, con un dngulo recto, por tanto. En Egipto se utilizaban las cuerdas
anudadas para trazar perpendiculares. Asi se escuadraban los campos invadidos periddicamen-
te por el Nilo, se cortaban las piedras de los monumentos, se alzaban las paredes y, en una

palabra, se aplicaban las mateméticas elementales a la vida cotidiana.

Relacion entre los términos de la sucesiéon de Fibonacci

Si escogemos tres términos consecutivos cualesquiera de la sucesion de Fibonacci,
multiplicamos los dos de los extremos y los comparamos con el cuadrado del tér-
mino central veremos que la diferencia es de una unidad (mas o menos, segtin los
términos que elijamos). Por ejemplo, si son 3,5 y 8, en ese caso 3:8=5%~1;en
cambio, si son 5,8 y 13 entonces 5-13=82+1.

En general, la relacidon que se da entre los términos de la sucesion de Fibo-
nacci es

@=a,a,,=(-1

EL

Si aplicamos geométricamente esta propiedad, encontramos algo muy descon-
certante. Dibujamos un cuadrado de lado 8 y marcamos en él pequefios cuadrados
de lado unidad: tendrid 82 =64 cuadritos. A continuacién, parcelamos su interior

en cuatro trozos en la forma que indican las lineas del dibujo adjunto. Con los

41



EL TEOREMA DE FERMAT Y LAS TERNAS

Otro teorema, esta vez el de Fermat, es uno de los resultados matematicos mas populares de
la historia de esta ciencia. Durante mas de trescientos cincuenta anos, el teorema de Fermat
fue uno de los més desesperantes enigmas matematicos, hasta que el briténico Andrew Wiles
lo probd en 1995. Fermat tiene una relacion directa con Pitagoras y con las ternas. El teorema
de Fermat establece que, si en la igualdad a2 =b? +¢2 de las ternas pitagoricas sustituimos el
exponente 2 por cualguier otro exponente entero, la ecuacion resultante no tiene soluciones

enteras, es decir, no existe ninguna terna entera que satisfaga a» =b7 +¢» para n>2.

fragmentos, jugamos como si hiciéramos un puzzle en el que debemos construir
un rectingulo de lados 5 y 13, que contendrd 13-5= 65 cuadraditos. ;De dénde ha
salido el nuevo cuadradito?

e il
/
/j
\\
\\ u
\_\\
\J--..
“--...\
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BLAISE PASCAL (1623-1662)

El francés Blaise Pascal tuvo una inteligencia pri-
vilegiada gue se desarrollé en muchos ambitos.
En 1654 tuvo un grave accidente del que salid
ileso fisicamente pero con secuelas psiquicas:
Sufrid una crisis mistica que le llevé a retirarse
de la vida civil para refugiarse en la religion.

Pascal cultive la filosofia y 1a teclogia, fue un escri-
tor notable e hizo aportaciones muy importantes a
la fisica ocupandose de conceptos mal compren-
didos en su tiempo, como la presion atmosférica

y el vacio. Es el inventor de la prensa hidraulica y

de la jeringuilla. También construyd uno de los primeros autématas aritméticos de la historia (su

celebre maquina, denominada pascalina, sumabay restaba sin problemas), aungue sus aportacio-

nes mas recordadas son las de tipo matematico, en particular |as relacionadas con el calculo de

probabilidades.

Pascal noté que los coeficientes de los monomios en las sucesivas potencias del binomic (g +

b) eran justamente las lineas del tridngulo numérica que en lo sucesivo ha llevado su nombre.

Asl, par ejemplo, en el caso de la cuarta potencia

{a+b)* =a*+4a*b+6ath? +4ab* + b*

Los coeficientes del primer al ultimo término son: 1, 4, 6, 4, 1, lo que se corresponde con la

quinta linea de su tridngulo.

Para comprender este fenémeno, hay que calcular con precision los dngulos de

las rectas que parcelan la primera figura. Veremos que no son exactamente iguales.

Al componer la nueva figura no forman un rectingulo perfecto, sino que dejan di-

minutos espacios entre las piezas. Estos espacios suman la superficie del cuadradito

que parece venir de la nada.

o
((‘A-F -

El término general de la sucesion de Fibonacci

Definido por recurrencia, el término general de la sucesion lo encontré en 1843 el

matemitico francés Jacques Binet. Su expresion es
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(55 fleres]

Mediante esta formula se puede demostrar que la sucesion de los cocientes en-
tre un término y el anterior de la sucesién de Fibonacci tiene por limite el nimero

de oro.

El triangulo de Pascal y la sucesion de Fibonacci

Aunque el tridngulo de Pascal es conocido con otros nombres fuera de Euro-
pa, es sin duda una de las disposiciones numéricas mis célebres. El matematico
francés la utilizdé para avanzar en el descubrimiento de la férmula general de la
potencia del binomio, pero esa disposicion triangular de los nimeros ya era co-
nocida por los cientificos chinos y también por el matematico persa del siglo X1
Omar Khayyam.

El tridngulo de Pascal se compone de la siguiente manera: la primera fila
es 1, después, cada fila tiene un nimero mais que la anterior y cada uno de sus
elementos es igual a la suma de los dos términos que tiene encima, en la fila su-
perior. Su propia definicién indica su relacion con la sucesion de Fibonacci, que

se define de manera parecida.

1
11
1 21
1 3 31
1 4 6 41

1510 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 721 3 35 217 1
18 28 56 70 56 28 81
19 36 84 126 126 84 36 9 1
110 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 5511 1
112 66 220 495 792 924 792 495 220 66 121
11378 286 715 128717161716 1287 715 286 78 13 1
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Con estos antecedentes, no podemos esperar otra cosa que una relacién
numeérica directa entre ambos. Basta con sumar en diagonal los elementos del
triangulo de Pascal, para conseguir la sucesién de Fibonacci. El esquema siguien-

te permite comprobarlo con facilidad:

1 6 15 20 15 6 1
/

Numeros primos en la sucesion de Fibonacci

En una sucesidn con tantas peculiaridades como la de Fibonacci la variedad de
manifestaciones es inacabable. Por ejemplo, podemos observar que los términos a,
de la sucesién de Fibonacci que son primos sélo pueden ocupar lugares # que sean
primos, mientras que lo contrario no es cierto. Por ejemplo, el término #=19 (un
lugar primo), es a, =4.181=237-113 (por tanto no primo).

Jugar con los nimeros primos en Fibonacci nos muestra también una conjetura
todavia no demostrada: la sucesién de Fibonacci contiene infinitos niimeros pri-
mos. A dia de hoy, nadie sabe si esta conjetura es verdadera o falsa.

NUMEROS PRIMOS

Un ndmero cuyes nicos divisores son &l mismo y la unidad se llama primo. Si tiene divisores
diferentes de esos dos se llama compuesto. Son primos 7, 13 o 23; compuestos lo son 6 (que
tiene a 2 y 3 por divisores) o 32 (con 2, 4, 8 o 16). Cualguier nimero se puede expresar como

producto de nimeros primos; de ahi su nombre.
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Capitulo 2

El rectangulo aureo

En el capitulo anterior hemos visto de qué manera ha sido presentada tradicional-
mente la proporcidn durea: una recta esti dividida en media y extrema razén cuando
la longitud de la linea total es a la de la parte mayor, como la de esta parte mayor es a
la de la menor, es decir, que el todo es a la parte como la parte al resto.Veamos ahora
como se puede dividir un segmento en media y extrema razén de forma grafica.

Division de un segmento en media y extrema razén

Tenemos un segmento AB de longitud a y queremos hallar un punto X que lo
divida en dos partes cuya proporcién sea @. Explicaremos el procedimiento en tres
etapas:

a) Construimos un triangulo rectingulo de catetos a y a/2.

C

a/2

A B

b) Con centro en C y radio CB (por tanto, igual a 4/2), trazamos un arco de
circunferencia que cortard AC en S.




c) Con centro en A y radio AS, trazamos otro arco que corta AB en ¢l punto
X. Ese punto cumple que AX =x=AC—(a/2). Por lo tanto, es el punto
que buscamos. Podemos comprobar que cumple que AX/ XB=®.

C

Este procedimiento es conocido como la Teoria de la Construccién. ;Por qué
nos permite construir la seccién aurea? El punto X sera el buscado si cumple

AB _AX
AX  XB
i_ X
x_a—x

x?=a?—ax
x*+ax=a?
a? a?
X2tax+—=a>+—. (
4 4 (1

Pero a su vez, recordando la expresion del cuadrado de un binomio (s+¢)2 = 2

=52+ 2st+1,]a expresién (1) puede adoptar la forma

+£ 2-— 2+ E ’
X 5 =a 5 . (2)

Segiin el Teorema de Pitagoras, se puede interpretar en esta expresion (2) que
la hipotenusa de un triingulo rectingulo de catetos de longitudes a y a/2 mediri

(x+a/2).
Eso es exactamente lo que pasa con la hipotenusa AC, que mide (x+a/2).

Si le quitamos la distancia CS=CB=a/ 2, tendremos una longitud AS = x = AX.
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La forma de los rectangulos y el namero aureo

En las carteras y los bolsos de los ciudadanos modernos se acumulan documentos
identificativos y tarjetas de todo tipo: tarjetas de crédito o de visita; carnés de bi-
bliotecas, piscinas, gimnasios o videoclubs; en algunos paises, carnés de identidad
o de pertenencia a algn servicio publico de salud... Los extraemos y volvemos a
guardarlos a diario sin prestar atencién a un hecho que no es circunstancial ni ca-
rece de importancia: la mayoria de ellos tienen el mismo tamario y forma, o, como
minimo, la misma proporcidn.

Averiguar qué razén subyace a todo ello es tan ficil como medir y comparar
sus lados: el cociente entre las longitudes de los lados mayor y menor es, en la
gran mayoria de los casos, un nimero muy préximo a 1,618, el nimero ®. No es
ninguna casualidad que el cociente de la mayoria de las tarjetas examinadas sea el
mismo: se trata de una medida convencional.

Tomamos ese cociente entre las longitudes de sus dos lados distintos para defi-
nir la forma de los rectingulos. Si coincide, diremos que tienen la misma forma. En
términos matematicos, diremos que los rectaingulos con esa propiedad son rectin-
gulos semejantes. Por tanto, dos rectingulos que tienen los lados de longitudes m, n
y p. q (con m<ny p>q), seran semejantes cuando

= |3

=L, 3
q

Existe un tri¢o efectivo y muy sencillo para reconocer si dos rectingulos cum-
plen la propiedad sin medir ni hacer cocientes, sin necesidad de lapiz ni papel algu-
no. Basta con colocarlos con un vértice coincidente y trazar la diagonal que parte
del mismos: si coincide en ambos es que son semejantes.
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El cociente m/n caracteriza a un rectingulo. Asi, hablaremos de rectingulo mé-
dulo k cuando el cociente m/n valga k. Cuanto menor es el cociente m/n, mas
alargado es el rectingulo. El caso extremo lo encontramos cuando m/n es la uni-
dad. Entonces conseguimos una figura particular que nos resulta muy familiar: un
cuadrado. El cuadrado es un caso particular de rectingulo, el de médulo 1. Como
vemos, no todos los rectingulos son tan parecidos como pensabamos,

Encontramos pruebas patentes de las diferencias entre rectingulos —de todo
tipo, no necesariamente aureos— cuando observamos la evolucién de las pantallas
de los televisores o del cine. El tamafo clasico de los televisores era la propor-
cién 4:3. Un proceso exitoso de cambio de formato ha implantado un nuevo
estandar, el de los televisores planos y digitales, de proporcién 16:9. En ambos
casos, se trata de la relacion entre las longitudes de sus lados. Si vemos una peli-
cula 0 un programa en ambas pantallas a la vez advertiremos el enorme efecto de
la proporcién del cuadro en la imagen que contiene. En los televisores antiguos,
por ejemplo, las figuras humanas son mucho mas estilizadas, mis alargadas en
sentido vertical, mientras que en las pantallas planas las figuras humanas parecen
achaparradas. ;A qué se debe la diferencia y cual de las dos imagenes esta sien-
do distorsionada? Un simple calculo nos muestra que no son rectingulos de la
misma forma. Desde un punto de vista matematico, esta claro que 9/16 # 3/4.
Calculemos: en realidad 3/4 = 0,75, mientras que 9/16 = 0,5625. El rectangulo
visual de la television clisica es de mdédulo mayor. Los televisores panorimicos
distorsionan en horizontal la sefial televisiva tradicional porque la pantalla es mas
alargada.

El efecto contrario tiene lugar cuando una pelicula rodada para la gran pantalla,
en formato panorimico, se visiona en una pantalla 4:3, mas cuadrada. Normalmen-
te se recorta la imagen por los laterales para llenar toda la pantalla, con lo que no
s6lo se pierde imagen, sino una parte importante de la magia.
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EL RECTANGULO EN UN OBJETO COTIDIANO:
LAS MEDIDAS DE UN TELEVISOR

Como sabemos, los tamafios de los televisores se dan en pulgadas y segun la longitud de la
diagonal de |a pantalla. La pulgada es una unidad del sistema anglosajon de medidas, equi-
valente a 2,54 cm. Su nombre viene del dedo pulgar y es una aproximacion a la medida de la
primera falange de ese dedo. :

En la mayoria de paises de Europa el sistema de medidas més habitual es el Sistema Métrico
Decimal, por lo.gue a muchos europeos les resulta dificil a veces saber qué medidas exactas
tiene el nuevo televisor que van a comprar. Conociendo las pulgadas de la pantalla y la relacion
entre sus lados, podemos calcular su tamafio exacto en términos mas comprensibles, gue nas
eviten sorpresas desagradables, como descubrir gue no encaja donde querfamos instalarla.
La pantalla de un televisor de 32", en formato 16:9, tiene una diagonal de 322,54 = 81,28 cm.
Por tanto, sus dimensiones reales son 9a y 16a. En este punto, aunque parezca mentira, unc de
los teoremas mas antiguos de |a historia va a ayudarnos a resolver el problema mas reciente.

Para caicular el valor de a utilizamos el teorema de Pitagoras:

(9a)2 +(16a) =81, 282

81a? +256a% = 337a = 6,606, 44
&% =6606,44/337=19,6
a=+/19,6 24,43 cm.

Asi, las dimensiones de la pantalla seran 9x4,43=40cm y 16x4,43=71cm. Es decir,
40x71am.

El mismo célculo nos permite saber gue una television de 327, en formato antiguo 4:3, daria
una pantalla de 49x65 cm. Lo cual nos lleva a una conclusién que excede al ambito matema-
tico: jno podemos sustituir alegremente nuestra televisién por el modelo nuevo! Aungue la
pantalla tenga las mismas pulgadas, puede ser que el nuevo televisor no quepa donde estaba

el otro.

Reconocer y construir un rectangulo aureo

Como ya hértios explicado, un rectingulo es dureo cuando la relacién entre sus
lados es @, o sea, cuando su médulo es ®. A partir de ahora llamaremos a los rec-
tingulos dureos por sus iniciales: RA.Vamos a ver la manera de construirlos y de

reconocerlos con facilidad.
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Quizis lo mejor es comenzar con algunas propiedades de los RA que nos per-
mitan llegar mucho mas alld. Como ya hemos visto, para dividir un segmento AB
en otros dos de forma que la longitud del mayor de los cuales sea ® veces el me-

nor, hay que marcar sobre aquél un punto interior X que cumpla

AB/AX = AX/XB
M m

| 1 )
I 1 1

A X B

Entonces, llamaremos M a la longitud de AX y m a la longitud de XB. En ellas,
se cumplira (teniendo en cuenta que AB mide M + m) que

M+ m)/M = M/m=®. (4)

Supongamos que tenemos un RA como el de la figura de la izquierda. Si
colocamos en su lado mayor un cuadrado de lado igual, conseguimos un nue-
vo rectingulo de lados My (m + M), como vemos en la figura de la derecha.
De acuerdo con la relacion (M + m)/M = M/m, si el rectingulo original era
RA (es decir, cumplia que M/m = @), también lo es el que hemos conseguido,
porque (M + m)/M = M/m. Con este método, ademas, podemos obtener RA

cada vez mis grandes.

m
m+ M

Lo mismo pasa si a un RA le quitamos un cuadrado de lado igual al menor del
RA, como vemos en la figura inferior, puesto que también se obtiene un rectingu-
lo de lados m y M — m. Evidentemente, en este caso el rectingulo resultante es mis

pequerio, pero serd también un RA, si cumple que

m =(D(_>M-m=i‘
M—m m i )]
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EL GNOMON

gnomonico.

Los pensadores de la Greda clasica observaron que algunos objetos naturales crecian en tama-

fio, en magnitud, pero siempre conservaban la forma. Denominaron el fenémeno crecimiento

El inventor e ingeniero Herdn de Alejandria lo definié de |a siguiente manera: un gnomon es
cualquier figura que, anadida a una figura original, produce una figura semejante a la original.

En el caso del RA, su gnomon es un cuadrado de lado igual a la dimensién mayor del mismo.

Como M/m =
demostrar.

® por (4), sera

Mli

m m

m

d-1= 1 , COmMO queriamos

Como en el caso de los rectaingulos semejantes, existe también un método

rapido y sencillo para reconocer si un rectingulo es aureo sin tener que medir

sus lados y hacer la divisién. Tomamos dos rectangulos iguales y los colocamos

uno junto al otro, el primero horizontal y el segundo vertical, con los lados en

contacto, como vemos en la primera figura inferior. Entonces unimos los vérti-

ces Ay B con una recta o con el borde recto de cualquier objeto, como muestra

la segunda figura. Si la linea recta pasa exactamente por el vértice C se trata de

dos RA.
B B
C c| ..
= ;
et M M
m m ' m
m e ’ m
A M E D A M E D
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¢Como se explica este hecho? Bien, recordemos el teorema de Tales: si dos
paralelas cortan los dos lados de un tridngulo, producen segmentos proporcionales.
En la segunda figura, vemos que AB pasari por C siempre que

AD/DB = AE/EC.

Sin embargo, si hacemos aparecer los valores de cada uno de esos lados, resulta
lo siguiente: (M + m)/M = M/m.

Y asi nos topamos, de nuevo, con la igualdad (4) de definicién de P.

Si tenemos a mano un compas dureo (véase la explicacién de cémo cons-

truirlo en el recuadro de la pigina siguiente), basta con poner en uno de los

LA CONSTRUCCION DE UN COMPAS AUREO

El compas aureo es un sencillo instrumento que uno mismo puede construir con facilidad y que
permite trazar segmentos que guarden entre si la proporcion aurea, o comprobar si dos segmentos
guardan entre si esa proporcion. Hay varios métodos de construccién de un compas aureo.

El mas sencillo consiste en cortar dos tiras de carton, plastico o made-

ra fina, acabadas en punta, de 2 cm de ancho

y 34 cm de largo, en las que practicamos un

agujero a una distancia de 13 ¢cm de uno de

los extremos.

Unimos ambas tiras por el agujero de manera

que puedan articularse. Podemos usar un en-

cuadernador, por ejemplo. Al moverlos obte-

nemos dos tridngulos isésceles de lados iguales

que miden 21 y 13 cm. Al ser dos términos

consecutivos de la sucesion de Fibonacci, su

cociente es préximo a @. La relacion entre las

distancias de las dos puntas de los extremos

serd también @. '

Su uso es muy facil. Para ver si dos segmentos estan en relacién durea basta con abrir el extremo
hasta que coincida con el segmento menor y, sin variar la apertura de los dos brazos del compas,
poner el otro extremo en el segmento grande. Si coincide con su longitud, los dos segmentos

estan en relacion aurea.
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extremos uno de los lados y ver si la apertura del otro extremo coincide con el

otro lado. Cuando esto suceda sera un RA.

Construccion de un rectangulo aureo

Con nuestros ultimos descubrimientos, el viaje a partir de ahora es mucho mas fa-
cil. Para construir un RA, no tenemos mais que hacer uso de todas las propiedades
que hemos visto hasta ahora.

Partimos de un cuadrado ABCD cuyo lado sera el menor del RA que vamos
a construir. Marcamos el punto medio M de uno de sus lados AB. Con centro en
My radio MC (distancia de M a uno de los vértices que no estin en el lado al que

El sequndo método de construccion de compases dureos es mas sofisticado, pero mas completo en
sus mediciones, pues muestra tanto la media como la extrera razén. Requiere cuatro tiras algo mas

estrechas, de 1 cm de ancho. Dos de ellas,

deben tener una longitud de 34 cm; otra 2
de 21 cm y la Gltima de 13 cm. Practicamos
en todas ellas dos agujeros: el primero en
un extremo y el sequndo, a 13 cm, como
indica la primera figura. Después, las uni- .
F

mos de la manera que podemos ver en la
segunda figura.

En esta construccion de compases se cum-
ple lo siguiente:
AF = AH =34 cm
BG=21cm
AB=AC=BE=CE=13cm
EG=8cm.

Si hacemos memoria, todas estas distancias que estamos encontrando son términos de la sucesién
de Fibonacci. Cuando articulemos el compas, la relacion entre las distancias de los extremos FG
y GH serd tambiéﬁ*fr’;fy proxima a . Al situar los extremos F y H del compas sobre una recta
cualguiera {de hasta 68 cm de longitud), el extremo G marca un punto que divide la recta en dos
segmentos M, m tales que M/m = ®.

ah
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pertenece M) trazamos un arco que corte la prolongacién de AB. Llamaremos E
al punto por donde corta. La longitud de AE es la longitud del lado del RA que
buscamos. A partir de entonces, basta con hacer la perpendicular por E que corta
en F. Asi, conseguimos el rectingulo AEFD, nuestro deseado rectangulo aureo.

D C F

Aprovechemos el RA que hemos construido para comprobar la relacién
4urea, calculando sus lados. Supongamos que el lado AB = AD = 1 y hallamos
AE = AM + ME = 1/2 + ME . Como ME es igual a la hipotenusa del tridingu-

lo rectangulo MBC, podemos aplicar el teorema de Pitagoras y tendremos

ME? =MC?=MB?+BC?=(1/2)2+12=1/4+1=5/4.

De donde
ME= 2=
Y por tanto
ap=ld5 15 g

2 2 2

Es decir, que los lados del rectingulo AEFD que hemos construido son 1 y ®.
Es el RA que buscabamos.

Propiedades del rectangulo aureo

Si le quitamos un cuadrado a nuestro RA recién hecho, resulta un rectingulo
BEFC que también es aureo. Si hacemos las diagonales de esos dos RA veremos
que se cortan siempre en ingulo recto. Eso pasa con los pares AF y ED, asi como
en DE y BF, que son perpendiculares entre si.
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Podemos verlo en las figuras siguientes:
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Consideremos un momento el RA de la segunda figura para descubrir una
propiedad muy sorprendente. Si buscamos otros RA cada vez mas pequerios a tra-
vés de sucesivas sustracciones de cuadrados, y en cada una de ellas trazamos las dos
diagonales que aparecen en la figura, observaremos que todas estin situadas sobre
las dos rectas DE y BF. Asi, seran siempre perpendiculares y su punto de corte serd
siempre el mismo punto O.

o Su
e RN . f
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Si pudiéramos ver con un microscopio todos los rectingulos que se pueden
ir formando al ir sustrayendo cuadrados, veriamos que el punto de corte de esas
diagonales permanece constante aunque vayamos disminuyendo su tamafio en un
factor ®. Esta increible propiedad es exclusiva de los RA.

El punto O es una suerte de vortice, una especie de agujero negro, un punto de
atraccién infinita donde convergen los innumerables RA que puede generar nues-

POLIGONO REGULAR Y POLIGONO INSCRITO

Un poligono es regular cuando tiene tanto los lados como los dangulos iguales. No basta con que
se dé una de las condiciones. Un rombo, por ejemplo, tiene los lados iguales, pero sus angulos no
lo son, por lo que no es regular. El poligono regular de cuatro lados es el cuadrado. Por otro lado,
el rectangulo tiene los cuatro angulos de 90°, pero sus lados no tienen la misma longitud, luego
tampoco es regular.

Por su parte, el poligono inscrito en una circunferencia es aquel cuyos vértices son puntos de la
circunferencia. Si se trata de un poligono regular de n lados, uniendo el centro de la circunferencia
con dos veértices consecutivos del poligono, tenemos un triangulo isosceles cuyos lados iguales son
dos radios, el lado desigual es el del poligono y el angulo desigual (también llamado angulo en el

centro) es de (360/n)°.
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tra imaginacién geométrica. Por las cualidades extraordinarias de esos rectingulos,
se ha propuesto llamar a ese punto «el ojo de Dios».

Si inscribimos un decagono regular (esto es, un poligono de diez lados iguales,
cuyos angulos sean también iguales) en una circunferencia, la relacion entre el ra-
dio de la circunferencia y el lado del poligono es exactamente P.

Por lo tanto, podriamos decir que un RA tiene por lados el radio de la cir-
cunferencia y el lado del decigono regular inscrito en ella. En el tercer capitulo

veremos con mas detalle las razones que explican este comportamiento.

Otros rectangulos notables

Como se ha visto en el recuadro de la pigina 47, los rectangulos de las pantallas
de los televisores (4:3 y 16:9) son notables, al menos por su presencia en nuestra
vida cotidiana. A continuacién echaremos una mirada a otros rectingulos que nos
encontramos a diario y los compararemos con los RA para apreciar mejor la sin-

gularidad de los rectingulos médulo ®.

Rectangulo \/E

Partimos de un cuadrado ABCD de lado 1. Con centro en uno de sus vértices (por
ejemplo, A), y radio la distancia entre este vértice y el opuesto (en nuestro ejemplo,
AC), trazamos un arco que corte la prolongacién de AB en un punto que llamare-
mos E. La longitud de AE, por ser la diagonal de un cuadrado de lado unidad, es
\/E , ¥ por tanto el rectingulo construido es de dimensiones 1 y\E . A partir de
ahora, llamaremos a este tipo de rectingulos RR.

D C F

e
ree™
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La propiedad caracteristica de los RR es que si dividimos el lado mayor por la
mitad obtenemos otro RR. con la mitad de superficie del rectangulo inicial. Los
lados del nuevo rectingulo serdn 1y \/E /2, cuyo cociente es de nuevo \/E .

—\/_ Por tanto, el gnomon del RR es é] mismo.

En efecto J_ / \/—

Este proceso se puede iterar incontables veces para obtener nuevos rectingulos
RR. Lo mismo se puede hacer duplicando el lado menor de un RR: se obtiene

otro RR. La siguiente figura muestra el resultado de varias iteraciones.

Esta propiedad de los RR se aplicé en el disefio de las hojas que se utilizan en
la actualidad en papeleria: el conocido formato DIN. Las letras DIN son las ini-
ciales de Deutsches Institut fiir Normung, el Instituto Aleman de Normalizacidn,
que presenté el formato en 1922, siguiendo un desarrollo del ingeniero Walter
Porstmann.

Los diferentes tamafios parten de una subdivision del tamafio mayor, deno-
minado A0, una superficie de 1 m? Cada una de las subdivisiones se numeran de
manera creciente (Al,A2,A3,A4..), siempre con formato RR. La proporcién se
mantiene simplemente cortando por la mitad cada unidad. La ductilidad y sencillez
del formato lo ha convertido en un estindar internacional, utilizado en la mayoria
de los paises.

En términos de poligonos inscritos, el rectingulo RR es el que tiene como
lados el radio de la circunferencia y el lado del cuadrado regular inscrito en ella. La
historia de la arquitectura ha visto con frecuencia el uso de ese rectingulo como
planta de edificios.
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El rectangulo de plata 1 + J2

El rectingulo de plata se obtiene al afiadir al RR un cuadrado de lado 1. Es un
rectingulo de médulo (1+\E), que, como vimos en el capitulo anterior, es la
solucién de la ecuacién x2—2x—1=0, y se llama nimero de plata. El rectingulo
que obtenemos con este método es mis alargado que el anterior, lo que da es-
beltez a las construcciones donde se utiliza, como portales de templos o plantas
de edificios.

El rectangulo cordobés

El estudio de las proporciones en los principales monumentos arquitectonicos mu-
sulmanes de Cdrdoba, entre los que destaca la famosa Mezquita, de mihrab octo-
gonal, permitié al arquitecto espafiol Rafael de la Hoz (1924-2000) encontrar el
rectingulo que explica su estructura. Asi, De la Hoz enmarcé las proporciones que
habia recogido como un rectingulo cuyos lados son el radio de la circunferencia y
el lado del octégono regular inscrito en ella. El resultado es el rectingulo cordobés,
de aspecto menos alargado que el RA.
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Para calcular el médulo de este rectingulo hay que hallar el lado L del
octdgono regular inscrito en funcién del radio R. Hallados éstos, se obtiene

que
1

Esta es la llamada proporciéon cordobesa o nimero cordobés.

R 307.
L

Las espirales y el namero de oro

Algunas de las manifestaciones mas prodigiosas de @ se encuentran en las espirales,
en las que @ tiene comportamientos curiosos. Supongamos que partimos de un
RA al que vamos restando cuadrados para obtener nuevos RA, siguiendo el proce-

SO quE ya CONOCemos.

.

NN

N

)

En cada uno de los cuadrados que sustraemos, trazamos cuadrantes de circun-
ferencia con radio el lado del cuadrado y centro en el vértice de cada uno de ellos.
Es decir, en los puntos 1,2, 3,4, 5...
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Si continuamos de forma indefinida con la sucesién de cuadrantes, se obtiene la

llamada espiral logaritmica.

LA ESPIRAL Y JACOB BERNOULLI

La curva espiral y sus propiedades han despertado la ad-
miracién de grandes figuras del mundo matemético. El
célebre Jacob Bernoulli (1654-1705) fue particularmente
seducido por las espirales, a las que dedico anos de estu-
dio. Su atraccion por ellas le llevé a pedir que se grabara
una espiral en su tumba con el lema «Eadem mutato re-
surgo», que significa «aunque transformado, resurjo siem-
pre igual». Sin embargo, pese a las rigurosas disposiciones
del matematico, la casualidad quiso que el grabador de la
lapida no esctﬂp‘fgrg una espiral logaritmica, sino ofra serie

de arcos, a los que no se puede adjudicar la aseveracion.

Jacob Bernoulli debi¢ de retorcerse en su tumba.
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La espiral es una curva cuya forma no se altera cuando cambia su tamarfo, tanto
si aumenta como si disminuye. Esta propiedad se llama autosimilitud.

Otra importante propiedad de la espiral es que es equiangular, es decir, si
trazamos una linea recta desde su polo, esto es su punto de inicio, hasta un pun-
to cualquiera, el dngulo de corte es siempre el mismo. Segiin esta propiedad, si
queremos mantener constante el ingulo con el que observamos un punto, te-
nemos que aproximarnos a él siguiendo una trayectoria que forme una espiral
logaritmica. También se le llama espiral geométrica, porque el radio vector, es
decir, la recta que une el vértice con un punto de la espiral, crece en progre-
sién geomeétrica, mientras el ingulo que forma ese radio lo hace en progresion
aritmética.

De manera estricta, la curva que acabamos de crear por este método no es
una espiral, puesto que esta formada por diferentes arcos de circunferencia (cua-
drantes) unidos de forma artificial, pero es una buena aproximacién de una es-
piral logaritmica. La espiral no es tangente a los cuadrados, sino que los corta,
aunque con ingulos muy pequefios. La espiral logaritmica auténtica es la figura
siguiente:




Si se ejecuta el mismo crecimiento teniendo en cuenta una variacién similar en

la altura, conseguimos una espiral tridimensional como la del dibujo:

Las cualidades de la espiral no sélo han atraido a los cientificos, sino a muchos

artistas.

-

-

-
[
»

El neerlandés Mauritius Cornelius Escher (1898-1972), conocido por sus figuras imposibles,
teselaciones y mundos imaginarios, cimentd su obra de forma solida sobre las matemdticas,
¥ usG la espiral con profusién, como en el caso del grabado, Espirales, de 1953.

.

No hemos agotado atn los paisajes espirales; en realidad, no hemos hecho mas
que iniciarnos en ellos. Veremos mas adelante cémo aparecen en los tridangulos

aureos y cuin recurrente y hermosa es su figura en la naturaleza.
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Capitulo 3

El ntimero de oro
y el pentagono

Los asirios descubrieron de manera natural el pentigono; aparece en sus tablillas de
barro, donde podemos ver marcas de los cinco dedos en la arcilla blanda. La figura
supuso un problema para los griegos. En su opinién, el tnico método valido para
trazar figuras geométricas eran la regla y el compis, pero con ellos no es posible
dibujar de forma directa un pentigono regular.

El pentagono regular

La construccion con regla y compas, segun la iniciaron los antiguos griegos, y es
comprendida en su término tradicional, es un método con muchas restricciones,
algunas de las cuales suenan un poco caprichosas. Consiste en el trazado de puntos,
rectas (o segmentos) y circunferencias (o arcos) con una regla de longitud infinita,
sin marcas que permitan medir o trasladar distancias, un solo borde y un compas.
Por ese procedimiento, puede trazarse la mediatriz de un segmento (perpendicular
en su punto medio), la bisectriz de un angulo, el simétrico de un punto respecto a
otro, la recta paralela o la perpendicular a una dada por un punto, la proyeccion de
un punto sobre una recta, y también se puede dividir un segmento cualquiera en
un niimero dado de partes iguales.

Hay una serie de famosos problemas clisicos, cuya celebridad se debe precisa-
mente a que no pueden resolverse con regla y compis. Por ejemplo, la cuadratura
del circulo (o sea, encontrar un cuadrado cuya édrea sea igual a la de un circulo
dado), la duplicacién de un cubo (o sea, hallar la arista de un cubo cuyo volumen
sea el doble que el original) o la triseccién de un angulo (o sea, dividir un dngu-
lo dado en tres angulos iguales). Por el procedimiento directo de regla y compas,
tampoco se puedcn construir algunos poligonos regulares, como el heptigono o el
pentagono.

Sin embargo, el pentigono regular si puede trazarse indirectamente con regla y
compis con la ayuda de @, y de esa forma el niimero @ entr6 en el espacio de la
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K. F. GAUSS (1777-1855)

El matematico aleman Karl Friedrich Gauss es una
de las grandes figuras de la ciencia, conocido por el
titulo postumo de «Principe de los Matematicoss».
Escogid dedicarse a las matematicas, de entre otras
disciplinas en que también destacaba, tras demos-
trar que el heptadecégono regular, el poligono de
17 lados, se puede construir con regla y compas. El
descubrimiento serfa clave no solo para su carrera,
sino también para el desarrollo futuro de las mate-
méticas. Consigui6 el resultado cuando todavia no

habfa cumplido los 19 afos.

geometria griega. También fue uno de los motivos del despertar del interés de los
clasicos en esta proporcion.
Ahora, consideremos un pentigono regular en el cual se han dibujado las dia-

gonales.
B

36° 72°

108°

E D

Consideremos el tridngulo BED, uno de los tres tipos de tridngulos isésceles
que aparecen en la figura. Sus lados iguales BE = BD son la medida e de la diago-
nal del pentigono (que equivale al lado de la estrella pentagonal). Por otra parte,
el lado ED es el lado p del pentigono, que tomamos como unidad p= 1. Podemos
comprobar que se cumple la relacién EB/ ED=¢/ p=e/1=® que es la relacién
aurea. Es decir, que e=®.



UN PENTAGONO REGULAR CON UNA TIRA DE PAPEL

Pese a todas las restricciones, hay una forma sencilla

de construir un pentdgono regular, siempre que no

nos pengamos muy rigurosos con el resultado. Basta
con coger una tira de papel y hacerle un lazo o nudo.
Lo gue nos queda delimita un pentdgono regular. Se
puede observar el dibujo de |a tira. Tenemos el pen-
tagono regular ABCDE, cuyo lado es la anchura de Ja

tira inicial.

Haciendo la bisectriz del 4ngulo D, se obtiene el trisngulo DEEF Este tiene los
mismos angulos que el original BED, y por tanto, ambos son semejantes. Luego se

cumple que
EB/ED=ED/EF. 1)

Como ED = FD = FB=1y EF = EB-1sustituyendo en (1) se tiene

B, 1
1 EB-1
- EB’-EB=1

EB?-EB-1=0

69



EL TEOREMA DE MORLEY

Como los griegos no podian realizar la triseccion de un dngulo, le dedicaron poca atencion.
Por eso no conocian un teorema tan sencillo y elegante como el de Morley: si se dividen en
tres partes iguales, es decir, trisecan, los dngulos interiores de un tridngulo cualquiera por
miedio de pares de semirrectas que parten de cada vértice, los pares de semirrectas adyacen-
tes a cada lado se cortan en tres puntos que determinan siempre un triangulo equilatero.
Es decir, que no importa 2l tipo de triangulo del que partamos, siempre se obtiene uno
equilatero por interseccién de las rectas trisectrices.

Al contrario que la mayorfa de resultados sobre triangulos, ya conocidos por los griegos y con
mas de veinte siglos de historia, este teorema tiene poco mas de cien afos. Fue descubierto

en 1904 por Frank Morley (1860-1937) y no fue publicado hasta veinte afios mas tarde.

A

El triangulo equilatero FED es un triangufo Morley.

Asi, se consigue demostrar lo que pretendiamos: que la relacién entre la diago-
nal y el lado de un pentigono regular es ®.

Pero las relaciones contintian dentro del pentigono estrellado. Si consideramos
el pentigono y los tridngulos que aparccen al marcar sus diagonales, vemos que
solo hay tres angulos diferentes: 36°, 72° y 108°. Ademas, como 72 es el doble de
36,y 108 es el triple de 36, son todos maultiplos de 36°.

Aparecen muchos triingulos isésceles, pero sélo tres tipos diferentes: los
triangulos ABE, ABF y AFG. Los demas son semejantes a alguno de éstos
y s6lo hay cuatro segmentos de longitudes en ellos. Son los que llamaremos
BE=a, AB= AE=b, AF = BF = AG=¢ y GF =d,siendo ademas a>b>c¢>d.
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En cada uno de estos tridangulos, aplicamos el teorema del seno, que establece
que en cualquier tridngulo, el cociente entre la longitud de un lado y el seno de su
angulo opuesto es constante. En el triangulo ABE:

a b =>a_sen108°
sen108° sen36® b sen36°

b ¢ b sen108°

= =
sen108° sen36° ¢ sen36°

Y por fin, en el triangulo AFG:

[

4 36° 72° F
d
c [+]
72 ¢ _ d =,£:sen72°___sen108°
G sen72®° sen36° d  sen36° sen36°

Como 72°=108°-108°, y los senos de dos dngulos suplementarios son iguales,
se tendri que sen72°=sen108°.
Por tantd; podemos establecer las siguientes proporciones:

_b
[

= |a



La trigonometria nos ha ayudado a deducir que al ordenar las longitudes de
los cuatro segmentos de mayor a menor, la razén entre cada una y la siguiente es
constante e igual al nimero de oro.

Podemos obtener esa relacién de otra forma, a partir de la primera de estas
igualdades, teniendo en cuenta que ¢=a-b, y tomando como unidad el lado del

pentigono, es decir b=1.

Como vemos, dos de estos segmentos consecutivos cumplen la proporcién aurea.

El triangulo aureo

Acabamos de ver que el pentigono y sus diagonales conforman dos tipos de triin-
gulos isosceles. El primero tiene angulos 36°, 36°, y 108°, mientras que el segundo
los tiene de 36°,72° y 72°. En ambos casos, la relacidn entre el lado mayor y el me-
nor es igual a ®. Por eso se les llama tridngulos dureos (y nosotros les llamaremos
TA en lo sucesivo). En ocasiones, se da nombres especificos a cada uno: se llama
tridngulo aureo al de 36°, 72° y 72°, mientras que el otro, de 36°, 36°, y 108°, se
denomina gnomon aureo. Nosotros no haremos distinciones.

Asi pues, al trazar las diagonales de un pentagono regular, vemos surgir en su
centro otro pentigono regular, rodeado por TA. Asimismo, las puntas de la estrella
son también TA.

Por intermedio de unTA, se puede construir un pentigono regular con regla y
compis. Se parte de un segmento de longitud 1, del que se construye su razén aurea
(como hemos visto en el capitulo anterior), de longitud x. Entonces, se construye
unTA de lados x y 1. Se hace una circunferencia de radio 1, con centro en el vértice
de angulo 36° (opuesto al lado de longitud x). El lado del decagono inscrito en ella
es x. Una vez construido el decidgono, unimos dos vértices alternos, dejando
cada vez uno en medio sin unir. Con ello, habremos construido un pentagono
regular.

El mismo método serviria para construir poligonos regulares de 10 lados, que
es lo que hacian los gedmetras griegos de la Antigiiedad en un ejercicio de admira-
cion por las posibilidades matematicas de la proporcién durea.
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Segtn la construccién que acabamos de ver, un RA tiene por dimensiones el
lado del decigono regular inscrito en una circunferencia y el radio de la misma.

Ya vimos en un capitulo anterior que se puede obtener una espiral logaritmi-
ca a partir de un RA, pero también puede obtenerse a partir de un TA ABC de
angulos 36°, 72° y 72° (en el que sera AB/ BC =®). Si bisecamos el angulo en B,
obtenemos dos tridngulos: DAB y BCD. El primero tiene ingulos de 36°, 36° y
108°, luego es un triangulo aureo.

El segundo, BCD, es semejante al original, luego también lo es. Si continuamos
el proceso, bisecando el angulo C, obtenemos otro CDE, que vuelve a ser seme-

jante a los dos anteriores.

A
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Es un buen momento para recordar cémo obteniamos RA de menor tamafio
en el interior de un primer RA por el proceso de sustraer cuadrados. En el caso
de los TA, si seguimos haciendo bisectrices, iremos consiguiendo TA mis reduci-
dos en el interior del primero. El proceso equivale a ir sustrayéndole un gnomon
jureo. Con ello, se obtiene una sucesion de TA espiral de tridngulos que con-
verge, de manera similar al «ojo de Dios» de los RA, a un punto de crecimiento

infinito.

N 7

El simbolismo de la estrella pentagonal

No seria nada descabellado preguntarse por qué razén las estrellas que la humani-
dad ha observado desde siempre en el firmamento han acabado representindose
mediante pentigonos estrellados. El sentido comtn hace pensar que se debe a su
centelleo, provocado en nuestra percepcidn por la variacién de densidad del aire y
los fenémenos atmosféricos. Sea como fuere, poco ha cambiado este conjunto de
circunstancias desde los primeros tiempos en que nuestros antepasados comenza-
ron a escrutar los cielos con la intencién de descifrar sus significados ocultos. Las
representaciones de estrellas en forma de pentigonos estrellados son muy antiguas;
se han encontrado tanto en tablillas mesopotimicas como en jeroglificos egipcios.

El simbolo de la estrella pentagonal, llamado pentalfa, fue el distintivo de los pi-
taglricos, y servia para identificar a los miembros de su asociacidén secreta. Para ellos,
la péntada, es decir el cinco, era el nimero de la armonia en la salud y la belleza, pues
suponia una equilibrada combinacién del dos, el primer niimero par, o diada, y el
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tres, el primer impar completo, la triada. Como escribié el escritor y profesor de es-
tética rumano Matila Ghyka, «el pentalfa o pentagrama seri, pues, a la vez, el simbolo
del Amor creador y el de la Belleza viva, del equilibrio en la salud del cuerpo huma-
no», y querriamos afiadir que, por extension, también el simbolo del ser humano.
El pentalfa tiene una larga historia como simbolo de sociedades secretas. Figura
también en el anagrama de los Rosacruz y con frecuencia, en los de las logias ma-

sOnicas.

Pentalfa, figura geométrica que tiene una larga historia como
simbolo de sociedades secretas. Figura también en el anagrama
de los Rosacruz y con frecuencia, en los de las logias masdnicas.

La estrella pentagonal es una figura de lo mas comun a nuestro alrededor como
imagen grifica de los significados mas dispares. Es el simbolo de las estrellas de
Hollywood en el Paseo de la Fama de Los Angeles, y a la vez, el simbolo de mu-
chos partidos revolucionarios. Sus cinco vértices representan el internacionalismo,
asociado cada uno con un continente. En combinacién con el color rojo, simboliza
el sufrimiento de los oprimidos en su lucha por la emancipacién y la sangre que se
derrama para conseguirlo.

Su poder simbolico lo hace protagonista de multitud de banderas, no sé6lo las
que profesan ifﬁz-fdeologia revolucionaria. Asoma en las banderas de algunos paises
de religién musulmana, como Marruecos, representando los cinco mandamientos
del Islam. También son pentagonales las estrellas que indican cada uno de los esta-
dos de la Unién en la bandera de Estados Unidos.
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MATILA GHYKA (1881-1965)

El principe Matila Ghyka fue un escritor y diplomatico rumano que acabarfa ejerciendo de
profesor de Estética en Estados Unidos, Fue uno de los estudiosos contemporaneos de la pro-
porcién aurea, que trato en libros ya considerados clasicos, como Estética de las proporciones
en la naturaleza y en las artes (1927) y El nimero de oro (1931), con los que |2 puso otra vez
de actualidad en la cultura europea. En ellos presentd una tesis muy conocida hoy en dia: que I
los artistas griegos de la Antiguedad clasica utilizaban la relacion aurea de forma consciente y
deliberada. Aungque es muy popular, esa concepcion no esta comunmente aceptada, v sigue
siendo motivo de debate.

Los libros de Ghyka tienen vocacion totalizadora y sintetizan el saber clasico, con especial aten-
cion al platonismo y su nocién de que los nimeros, en cierto modo, «existen» mas alla de las re-
laciones abstractas que expresan. Tuvieron gran éxito en todo el mundo, y no estuvieron exentos

de polémica, en la que tuvieron destacados y fervientes defensores, como el poeta Paul Valéry.

Embaldosados periddicos y no periodicos

En nuestros ajetreados desplazamientos de ciudadanos contemporineos, no tene-
mos mucho tiempo para mirar las nubes o los pajaros en los arboles, pero tampoco
nos fijamos mucho en el suelo que pisamos. Por eso, no percibimos la geometria
sobre la que andamos (ademis de dar de vez en cuando algin tropiezo). A conti-
nuacién nos ocuparemos de la forma que tienen las baldosas y los ladrillos de nues-
tro alrededor, lo que nos permitira introducirnos de lleno en las combinaciones
ordenadas de estos tltimos: los mosaicos.

Todos sabemos lo que es un mosaico. Sin embargo, para el trato matematico
que vamos a darle a continuacidn, quizas seria bueno consensuar una definicién
precisa, que nos sitie el concepto alla donde lo queremos. Un mosaicg sera, pues,
el recubrimiento de un plano sin dejar huecos y sin solapamiento, que se hace
mediante las piezas que llamamos teselas (las baldosas en lenguaje coloquial). Por
tanto, en su concepcién matemdtica, un mosaico ha de cumplir dos condiciones:
las piezas no pueden superponerse ni dejar huecos sin cubrir.

Los mosaicos que mas interesan a las matematicas son aquellos en que las
teselas son poligonos, pues en ellos los poligonos comparten sus aristas, es decir,
hacen coincidir sus vértices, y son por tanto un excelente campo de experi-

mentacién geométrica. Estudiarlos puede parecer una tarea ardua, incluso con las
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MEDIDA DEL ANGULO DE UN POLIGONO REGULAR

Buscamos |a forma de hallar el valor del 4ngulo de un poligono regular de cualquier ndmero
de lados. Como todos los angulos del poligono regular son iguales, la operacion serd equi-
valente a calcular la suma de los angulos de un poligono regular de un nimero de lados
prefijado. Dividimos el resultado por el nimero de lados y obtendremos el valor de cada uno
de los angulos.

Para calcular la suma de los angulos de un poligono de A lados, se elige un vértice cualquiera de
éste y se trazan las diagonales que resultan de unirlo con todos los demas vértices. Hay (A-3)
diagonales, ya que se puede unir ese vértice con todos los demas, menos con los dos contiguos
Las diagonales forman (A-2) triangulos. Asi, la suma de los dngulos de esos triangulos es
la misma que la de los angulos del poligono original. Pero los dngulos de cualquier tridngulo
suman 180° como sabemos. Por tanto, la suma total serd S=(A-2).180°

Cada uno de los 4ngulos de un poligono regular de A lados medira s= (A—i]léiu

Sustituyendo A en esta expresion por cada uno de los niimeros de lados de los poligonos

mas usuales podemos configurar la siguiente tabla:

Numero de lados 3 4 5 6 7 8 10 12 |

Angulo (grados) 60 90 108 120 | 1286 | 135 144 | 150

restricciones que hemos expuesto, pero esta perfectamente resuelta en los suelos
y paredes de nuestras casas y centros de trabajo, y también en las calles que tran-
sitamos a diario.

El reto que plantea un mosaico es encontrar o disefiar el motivo minimo que
se repite para llenar el plano. Ese motivo minimo puede considerarse una simple
tesela que llena el plano por traslaciones, esto es, sin giros ni1 simetrias. Con este
proceso obtendriamos lo que se llama un mosaico periddico. Por el contrario, los
mosaicos no periédicos son aquellos que no presentan un motivo minimo para
obtener el recubrimiento por traslaciones. En todos ellos se encuentra la propor-
cién urea.

Supongaffios que hay que embaldosar el suelo (o cualquier superficie plana)
con teselas de un mismo tipo, un poligono regular. ;Con qué tipo de baldosas se
puede conseguir? Se suele considerar que sirve cualquier poligono regular, pero
no es asi. Con p;ntigonos regulares, por ejemplo, no se puede embaldosar. Para
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comprobar esta aseveracién basta con dibujar y recortar unos cuantos pentigonos
regulares iguales, disponerlos sobre una superficie plana e intentar cubrir con ellos
una superficie equivalente a la suma de sus ireas. Primero probamos a colocarlos
tocindose los vértices. Con los dos primeros no hay ningin problema, pero al afia-
dir el tercero vemos que la figura no se cierra; sobra un espacio que no se puede

llenar con otro pentagono.

El angulo de un pentagono regular es de 108°. Uniendo tres pentiagonos, los
dngulos suman 3-108°=324°, El espacio se cerraria si sumaran 360°, una vuelta
completa. Nos faltan 36°. Si afiadimos otro pentagono, intentando encajarlo de
alguna manera, tendremos el problema contrario: nos sobran grados.

Acabamos de deducir una condicién imprescindible para embaldosar con po-
ligonos iguales: la suma de un nimero entero de angulos iguales ha de ser 360°.
Visto al revés, el angulo del poligono regular para embaldosar debe ser divisor
de 360°.Veamos: los divisores de 360 son 120, 90 y 60. ;Qué poligonos tienen
esos angulos? El hexigono regular, el tridngulo equilatero y el cuadrado. He aqui
las Gnicas baldosas-poligonos regulares con los que se podra embaldosar. Como
un hexagono se puede dividir en seis tridngulos equiliteros, se puede decir que
s6lo hay dos posibilidades de llenar el plano con poligonos regulares: las tramas
cuadradas y las tramas triangulares. Podemos observarlas en los suelos y paredes a

nuestro alrededor; son ampliamente utilizadas.
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No abandonaremos tan alegremente a los pentagonos, con la idea de que son
inservibles para nuestros propésitos. En realidad, si es posible embaldosar con
pentagonos, siempre que no sean regulares. Por ejemplo, el pentigono formado
por un cuadrado y un tridngulo equilitero: la clasica representacidon de un sobre
abierto. Es un poligono equilatero, pero sus dngulos no son iguales. Se conocen
otros 13 tipos de pentigonos no regulares que también embaldosan. Si su uso
no es muy comun es porque no son muy estéticos; en este caso, la geometria es

inocente.

La Alhambra fue el palacio de la dinastia nazari, que reiné en Granada hasta su
conquista por los Reyes Catélicos en 1492. Es un impresionante monumento de
arte geométrico y uno de los mis visitados por viajeros de todo el mundo. En ella,
los mosaicos estin por todas partes. Analizindolos con atencion, se puede ver que
la base es sencilfa, To que mostraremos en tres tipos de ladrillos; es la traslacion de
estos Ultimos y el patron en que se repite los que logran resultados sorprendentes.
Los monumentos de arte musulmén o mudéjar presentan con frecuencia mosaicos

obtenidos por métodos similares a los que vamos a ver.
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El primer tipo de ladrillo de la Alhambra es el llamado «hueso» o <hueso naza-

ri». A continuacion se muestra como se genera y el diserio que produce.

A partir de un cuadrado se trazan las diagonales, se divide su base en cuatro segmentos iguales y
se trazan lineas verticales en los cortes de dichos segmentos. Luego, se extraen los paralelogramos
resuftantes del cruce de las lineas y se colocan en la parte inferior del recuadro.

El segundo, la «pajarita», viene de una trama triangular y produce mosaicos muy
utilizados hoy en dia.

Se parte de un tridngulo equilatero y se traza una curva desde los vértices hasta la bisectriz de cada
lado. Se extraen las superficies resultantes entre la curva y los lados y se colocan en el exterior,
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El tercer ejemplo es muy peculiar. Su baldosa base procede de una trama cua-
drada y da un mosaico de «clavos».

A partir de los lados de un cuadrado se dibujan dos tridangulos rectangulos en su interior
cuya hipotenusa tenga la longitud de un lado. A continuacién, se extraen los triangulos
y se colocan apoyados exteriormente en los lados opuestos.

Si revisamos las manifestaciones artisticas del mosaico estrictamente matemati-
co, estamos obligados una vez mais a invocar al artista neerlandés Escher. El fuerte
sabor geométrico de sus obras no nos permite alejarnos demasiado de él. Escher
nacio6 en el cambio de siglo entre el x1X y el xx, y tuvo tiempo de conocer en pro-
fundidad y emplear en sus trabajos las matematicas contemporineas. Sin embargo,
su interés en los mosaicos se inicid en una visita a la Alhambra en el afio 1936.

Mosaico de Escher con un motivo de aves que, no siendo figuras geometricas,
logran llenar una superficie sin dejar huecos.
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Hasta ahora hemos visto tramas regulares (la triangular y la cuadrada) con un
solo tipo de ladrillos, pero también se pueden conseguir mosaicos semirregulares
cuyos ladrillos sean una pareja de poligonos regulares distintos entre si. La tinica
condicién es que los dngulos del ladrillo resultante sumen 360°.

Muchos son los disefios que pretenden llenar una superficie sin dejar huecos
por medio de un motivo repetido. Por citar algunos, tenemos los esgrafiados, las

rejas o persianas de cerramientos, los pavimentos de marmol, las celosias o las telas

con un dibujo, asi como los disefios que se usan en las labores, sea media, ganchillo
o bordados.

Las rejas, los mosaicos y los disefios de telas suelen usar un motivo repetido
para llenar huecos. Estos suelen ser motivos geométricos.

MOSAICOS DE DISENO PROPIO

Disefiar mosaicos como los de Granada
no es sencillo, pero supone un interesan-

te ejercicio pedagogico que se practica en

muchas escuelas de ensefianza secundaria.

No se trata simplemente de crear un di- j

sefio ingenioso, sino de practicar con las

condiciones del mosaico en su concepcion \
matematica. Observar algunos ejemplos "‘A‘
quizas incite al lector al disefio de algtn ;

mosaico propio. Mosaico Tejas
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Los «mosaicos de Penrose»

La mosaicos no periddicos son aquellos en que no existe un motivo minimo que
llene todo el plano por traslacion. Parece que la construccién de mosaicos no pe-
ridédicos, si no imposible, seri muy complicada o por lo menos exigiri el uso de
muchas losetas diferentes. Hasta las décadas de los sesenta y setenta del siglo pasado,
constituy6 todo un reto del pensamiento matematico.

La primera posibilidad es hacer mosaicos radiales. Se podria hacer, por ejem-
plo, a partir de una sola baldosa que sea un tridngulo isosceles. Si se corta por la

mitad y se desplaza hacia la izquierda, da lugar a una pavimentacién espiral no

periodica.

S

AW
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Otro desafio fue conseguir un conjunto de teselas que sélo dieran mosaicos
no periddicos. Durante largo tiempo, la comunidad matemética se empefi6é en
ello, pero solo se encontraron ejemplos que necesitaban gran cantidad de lose-
tas bisicas. En 1971, el matematico estadounidense Raphael Mitchel Robinson
disefid un conjunto que usaba sélo seis losetas, obtenidas afiadiendo salientes y
entrantes en ladrillos cuadrados, imprescindibles para conseguir encajarlos.

L 03
BERX

En 1973, el fisico y matematico sir Roger Penrose (nacido en 1918) consi-
guid reducir el nimero de baldosas a cuatro. Un afio después, lo redujo a dos.
Con dos simples teselas, Penrose era capaz de construir mosaicos no periddicos.
Sus dos ladrillos se llaman Cometa y Flecha. Podemos verlos en la ilustracién,
como figuras ABD y BDE. Al unirse, forman un rombo de lado 1 y ingulos de
72° y 108°. La presencia de ® estd muy clara en ellas, como era de esperar con
esos angulos.
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Cometa (sombreada en la figura superior) esti formada por dos TA unidos por
uno de sus lados iguales. Por eso, los dos mayores tienen por medida 1, y los dos
pequenios, ®—1=1/®. Tiene tres angulos de 72° y el cuarto es de 144°. Flecha
estd formado por dos gnomones dureos unidos por sus lados mas pequefios. Es
un cuadrilitero céncavo cuyos lados coinciden con los de Cometa. Tiene los si-
guientes angulos: dos de 36°, otro de 72° y un cuarto de 216° (mayor de 180°, por
tanto).

Evidentemente, con estos dos ladrillos también se pueden hacer teselaciones
periddicas, puesto que, en forma de rombo, permiten teselar. Si nos ponemos muy
estrictos y queremos evitarlo, existe una manera. Se puede identificar cada uno de
los vértices (por ejemplo, con una letra) e imponer la condicidon de que, al juntar
los lados, sélo se puedan poner en contacto vértices con el mismo nombre (es de-

cir, la misma letra).

B A B

A medida que prolongamos cada «mosaico de Penrosen, la relacién entre el ni-
mero de piezas de los dos tipos tiende al niimero 4ureo. De forma intuitiva, parece
que harian falta mas Flechas que Cometas, pero sucede justo al revés. Hay @ veces
mis de las segundas que de las primeras.

El propio Penrose desarrollé otro juego de dos baldosas, consistente en dos
rombos, uno formado por dos TA y el otro, por dos gnomones aureos.
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Para formar mosaicos no peridédicos con ellos hay que marcar los lados o los
vértices de alguna forma. En el mosaico acabado, intervienen piezas de cada tipo
en una proporcién @, predominando los ladrillos del tipo achaparrado por encima
de los del tipo estilizado.

Juegos con el pentagono estrellado y la proporcion aurea

La mayoria de los juegos de azar tienen una base matematica, por eso no es dificil
encontrar juegos relacionados con la proporcién aurea. Por otro lado, la estrella
pentagonal ha dado forma a los tableros de muchos juegos desde tiempos remo-

LAS DAMAS AUREAS

Pentalfa, La estrella de oro, las Damas dureas
y Cuervos y buitre son solo algunos de los jue-
gos milenarios con tablero en forma de penté-

gono estrellado. Aungue son muy antiguos, la

mayorfa siguen jugéndose hoy en dia y no es
dificil encontrar una descripcion de sus reglas.
Explicaremos aquf las reglas de Pentalfa, por
su interés historico, y de las Damas dureas, por
su especial vinculacién, mas sentimental que
matematica, con el tema que nos ocupa.
Pentalfa es un rompecabezas de alineamiento
para un solo jugador con el objetivo final de colocar nueve fichas en los vértices del pentagrama,
tanto en las puntas de la estrella como las intersecciones interiores que forman un peguefio pen-
tagono. Los vértices son diez, por lo que siempre quedara uno libre. Las fichas se van colocando
en una secuencia de tres pasos, a saber: se pone la ficha en cualquier vértice libre y se cuenta
«uno»; se mueve a un segundo vértice en linea (ocupado o vacio, no importa) y se cuenta «dos»;
se mueve a un tercer vértice en linea (ahora si, libre) y se cuenta «tres». Asi, se van colocando
todas las fichas. A medida que el tablero se va llenando, la tarea se dificulta.

En las Damas dureas también se usan nueve fichas, que se colocan libremente en los vértices
del tablero, quedando uno libre. Cada jugador mueve alternativamente, comiendo fichas como
en las damas, es decir, saltando por encima de una ficha si a continuacién hay un espacio libre.

El objetivo es dejar una sola ficha.
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tos. Se utilizaba ya con ese proposito en Egipto y es una de las formas de tablero
mis antiguas que se conocen. En el templo egipcio de Kurna se han encontrado
inscripciones de un juego con un tablero en forma de estrella pentagonal, datado
aproximadamente en el 1700 a.C. Se trata del Pentalfa, un juego que atin se prac-
tica en Creta.

Por su interés matematico, vamos a detenernos en una variante del clasico
juego de Nim que utiliza el nimero dureo a través de la sucesién de Fibonacci,
por lo que se le denomina el «Nim de Fibonacci». Comenzamos con N fichas. El
juego consiste en irlas retirando en los turnos alternativos de cada jugador y gana
el que las retira todas. Naturalmente, en la primera jugada no se pueden retirar

MOSAICOS CON FLECHA Y COMETA

Hay muchos ejemplos de mosaicos no periédicos que se pueden formar con Flecha y Cometa,

los dos ladrillos de Penrose. A continuacién, mostramos algunos.

Mosaico Sol Mosaico Estrella

Mosaico Rueda de Carro
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todas las fichas, pero si en las sucesivas, siempre que se respeten las siguientes re-

glas de juego:

* en cada jugada hay que retirar al menos una ficha;
* no se pueden retirar mas del doble del ntimero de fichas que quitdé nuestro
adversario en la jugada anterior (si retiramos 4 fichas en una jugada, nuestro

contrincante podra retirar un maximo de 8 en su turno).

La gracia matematica del juego esta en que, si N es un namero de la sucesién
de Fibonacci, el segundo jugador tiene estrategia ganadora (posibilidad de ganar
siempre), mientras que si N es cualquier otro niimero, ganari el jugador que em-

pieza la partida. Queda por saber que es lo que tienen que hacer los jugadores.

Los poliedros y el niimero aureo

Un poliedro es una figura sélida en el espacio, limitada por caras que son poligo-
nos. En general, se suele entender de manera implicita que hablamos de poliedros
convexos, aquellos que quedan totalmente a un lado de cada uno de los planos que
limitan la region.

Poliedro convexo Poliedro concavo (los dos «palos»
de la L quedan en planos distintos).

Si en un poliedro convexo cualquiera, lamamos C a su nimero de caras, 4 a
su nmero de aristas y I/ al de sus vértices, se cumple siempre una relacién que
conocemos como el teorema de Euler:

C+V=A+2.



Un poliedro es regular cuando todas sus caras son poligonos regulares iguales y en
cada vértice se cortan el mismo nimero de aristas. Si no se cumple la segunda condi-
cién, tendriamos un poliedro regular con vértices de 3 y 4 aristas, como en este caso:

A menudo, los cristales de pirita adoptan formas dodecaédricas perfectas.
De nuevo vemos cémo en la naturaleza se encuentran los poliedros regulares con frecuencia.

Aunqué“g:g'ﬁe resultando sorprendente, ya los griegos sabian que hay tan-
tos poligonos regulares como queramos (pues los hay con cualquier nimero de
lados), pero poliedros regulares sélo hay cinco, los llamados sélidos platonicos.
Tres de ellos tienen caras que son triangulos equilateros: el tetraedro (cuatro
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caras), el octaedro (ocho caras) y el icosaedro (veinte caras). Uno tiene seis caras
cuadradas, el cubo, y el altimo tiene doce caras que son pentigonos regulares,
el dodecaedro. Todos pueden inscribirse en una esfera, en la que tocan todos los

vértices.

Tetraedro

Cubo

A
T
\8
=

Dodecaedro

Icosaedro




En la Grecia clasica se asociaba cada uno de estos cuerpos a uno de los elemen-
tos de la naturaleza. El cubo representaba la tierra; el tetraedro, el fuego; el octaedro,
el aire; el icosaedro, el agua, y el dodecaedro era el simbolo del cosmos, el universo
en su totalidad, como dijo Platén: «La divinidad [lo] utilizé para tejer las constela-
ciones por todo el cielo».

La gran atraccidén de los antiguos griegos, sobre todo de los pitagéricos, por los
poliedros surgi6 de la contemplaciéon de minerales cristalizados muy frecuentes en
la Magna Grecia, el sur de la actual Italia, como los espectaculares cristales de pirita
en forma de dodecaedro.

Vemos las caras, aristas y vértices de los poliedros regulares en la tabla si-

guiente:
C A v
Tetraedro 4 6 4
Cubo 6 12 8
Octaedro 8 12 6
Dodecaedro 12 30 20
lcosaedro 20 30 ]2

Si unimos los centros de las caras de un dodecaedro, se obtiene un icosaedro.

9



 ENVASES POLIEDRICOS

| Las neveras de todos los hogares del mundo estan llenas de poliedros. El envase mas frecuente
- para liquidos (leche, zumos, tamate frito, nata...) es el conocido como tetrabrik. Este nombre
comercial parece sugerir que su forma es un tetraedro, aunque en realidad es un ortoedro o - )
: - paralelepipedo. La explicacion esta en que, en sus origenes, el envase tenia
“realmente forma de tetraedro. 7 e
El tetraedro es muy facil y rapido de construir, pues solo precisa

- de uniones a lo largo de dos aristas. Pero entonces, (por qué fue
~ descartado como forma ideal para envasar? Por cuestiones logisti-
 cas. El almacenaje de los tetraedros es complicado y siempre deja
huecos libres; el tetraedro no compacta el espacio. No obstante,
los envases tetraédricos siguen usdndose en muchos palses del
' Tercer Mundo. | ; Pl
,  Laformaactual de los tetrabriks es también una sencilla solu-
/ cién para construir un ortoedro, que puede estudiarse asimple
vista desmontando uno de aquéllos. La propiedad de los
 tetrabricks ortoédricos de poderse almacenar sin dejar
huenosfue defiritiva para encumbrar este fon‘ﬁato G

e
iy

Si hacemos lo mismo en un icosaedro, resulta un dodecaedro. Por esta propiedad,
ambos se llaman poliedros duales.




No todos los poliedros tienen la misma relaciéon con ®. Los que tienen mas
cercania con el nimero dureo, como era de esperar, son el dodecaedro (porque esti
formado por pentigonos) y su dual, el icosaedro. El niimero @ se manifiesta en las
expresiones que nos dan el volumen y el drea (la suma de la superficie de sus caras)
de ambos poliedros. Para una arista de longitud unidad, son

Area dodecaedro=—2%_ = 33/25+104/5 = 2065
ey

2
Volumen dodecaedro= 5 _ l(15 +7J§ )=7.66
6-20 4

2
Volumen icosaedro = % = %(3+\/§) =218

Si tenemos un icosaedro y un dodecaedro uno dentro del otro, como sélidos

duales, la relacién entre sus aristas viene dada por
P2
ﬁl
Por otro lado, los doce vértices del icosaedro pueden dividirse en tres grupos

de cuatro, cada uno de los cuales son los vértices de sendos rectangulos aureos per-

pendiculares entre si que se cortan en el centro del poliedro.

Por lo tanto, si tenemos tres RA iguales y los colocamos perpendiculares entre
si de forma que se corten en su centro, los doce vértices que sobresalen serin los
de un icosaedro de arista igual al lado menor de los RA. Es decir, tomando como
origen de coordenadas el punto en que se cortan los tres RA, los doce vértices de
un icosaedro de vértice unidad tienen por coordenadas

(0,41,3®), (+1,+®,0), (+®,0,+1).
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Capitulo 4

Belleza y perfeccion
en el arte

En 1876 el alemin Gustav Theodor Fechner (1801-1887), el inventor de la psico-
logia fisica, hizo un estudio estadistico con personas sin experiencia artistica, a las
que pidid que escogieran el rectingulo que les agradase mas entre varios, inclu-
yendo el cuadrado. El rectingulo dureo y otras variantes muy préximas resultaron
elegidas por una destacada mayoria.

Es muy sencillo reproducir la prueba de Fechner. Unicamente se debe selec-
cionar una serie representativa de personas y presentar ante ellas rectangulos de
distintos tipos. La simple pregunta sobre cuil les gusta mas, arroja un resultado sor-
prendente. Pero, como saben los especialistas, el evaluador también debe ser eva-
luado. Observe las figuras de esta pagina: scuil es el rectingulo que mas le gusta?

Fechner también realizé meticulosos estudios estadisticos sobre las proporciones

en el cuerpo humano, y concluyé que «para que un objeto sea considerado bello

Estos son algunos de los recténgulos del test de Fechner. ;Cual le gusta mas?
En la pagina siguiente figura la proporcion que posee cada uno de ellos.
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Rectangulo de 16/9,

como los nuevos televisores. Rectangulo de 36/24, como las fotos.
Rectangulo de V2, como las hojas DIN A. Rectdngulo ®, el rectangulo ureo.

desde el punto de vista de la forma debe haber entre la parte menor y la mayor la
misma relacién que entre la mayor y el todo. Esta es la descripcion de la relacién
durea. La ciencia, al fin, parecia dar crédito a la idea de que la divina proporcién
poseia una armonia y una belleza intrinsecas.

Mucho antes de eso, sin embargo, artistas y arquitectos de todas las épocas ha-
bian llegado ya a una conclusion parecida. La influencia de la seccién 4urea y sus
diferentes manifestaciones puede encontrarse ya en la Grecia clésica, pero la histo-
ria de su relacién con el arte deberia arrancar, posiblemente, con el Renacimiento
y el inicio de la teorizacién rigurosa sobre el acto creativo.

La divina proporcion de Luca Pacioli

Luca Pacioli vivi6 en la Italia del siglo xv y comienzos del xv1. Fueron él y Leonar-
do daVinci los responsables de poner el niimero de oro en la érbita de la belleza
y el arte. Pacioli lo hizo en su libro De divina proportione, escrito a finales de 1498.
La obra se publicd en Venecia bastantes afios mis tarde, en 1509, después de que
su autor realizara tres manuscritos. Hasta la versién final, no aparecieron capitulos
fundamentales para nuestra pequefia historia, como el Tractato de la architectura, ins-
pirado por el arquitecto romano Vitruvio.
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llustraciones

de Leonardo

de los poliedros

siguientes

(de arriba abajo
Kl y de ;zqu:erda

a derecha):

icosaedro solido,

icosaedro hueco,

dodecaedro

solido y

dodecaedro

hueco.

De divina proportione fija las proporciones que deben cumplirse para conseguir
la belleza excelsa, en forma de reflexién sobre la geometria. En la obra aparecen los
famosos dibujos de los sesenta poliedros de mano del maestro Leonardo y también
su celebérrimo «<hombre ideal», en base a @, que ha sido objeto de innumerables
revisitaciones a lg Jargo de los afios. De este modo, contiene los ingredientes im-
prescindibles de las obras teéricas de mas influencia en la cultura occidental: un
momento, el Renacimiento; un lugar, Italia; y los protagonistas fundamentales, los
artistas, arquitectos, matematicos y fildsofos que han escrito las paginas de la histo-

ria y del arte europeo.
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BELLEZA Y PERFECCION EN EL ARTE

LUCA PACIOLI (1445-1517)

El polifacético Luca Pacioli nacié en 1445 en Borgo de Sansepolcro, la tierra del pintor Piero
della Francesca (1412-1492), de guien recibio las primeras lecciones artfsticas y matematicas.
Vivio y estudié en Venecia, pero después —invitado por el arquitecto Leon Battista Alberti
(1404-1472)- se traslado a Roma, donde tomo el habito franciscano. Trabajé como profesor
de matematicas en diferentes universidades hasta incorporarse a la corte de Ludovico Sfor-
za, Il Moro, en Milan. Fue alll donde tuvo lugar un feliz encuentro para la historia: Pacioli
conocio a Leonardo da Vinci. Tras |3 ocupacion de Mildn por los franceses, viajo por las mas
importantes universidades italianas: Pisa, Roma y Bolonia, donde coincidid con Scipione del
Ferro (1465-1 526), el conocido algebrista italiano que colaboré en la resolucién por radicales
de la ecuacion general de tercer grado con una incognita, Luca Pacioli murio en su ciudad
natal en 1517.

La influencia de su trabajo no se reduce a De divina proportione. Las muestras de su genialidad
comienzan en la Summa de aritmética geometria proportioni et proportionalita, una obra
enciclopédica de mas de 600 paginas, impresa en Venecia en 1494, Ya en ella hace referencia
a la necesidad de las proporciones en la arquitectura cuando afirma que «los oficios divinos
tienen poco valor si la iglesia no ha sido construida con la debida proporcion».

Se conserva un retrato de Luca Pacioli de 1495, atribuido a Jacopo de Barbieri y conservado
en el Museo de Capodimonte de Napoles. El matemético aparece en &l con habito fran-
ciscano, ensefando geometria euclidea (para eliminar toda duda sobre sus fuentes) a un
joven noble (el duque de Urbina). Maestro y alumno estan rodeados de poliedros y Utiles
geométricos. A la izquierda,
pende un poliedro de los lla-
mados arquimedianos, cuyas
caras son poligonos regula-
res de la misma arista, pero
no iguales. Muchos de esos
poliedros aparecen dibujados
por Leonardo en De divina

proportione.

Retrato de Luca Pacioli,
atribuido a Jacopo de
Barbieri.
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Leonardo: la perfeccion aurea

Leonardo daVinci (1452-1519) es uno de los maximos ejemplos en la historia de la
idea del genio. Sus aportaciones no se limitan a unos pocos campos del conocimiento
humano, sino que abarcan areas muy alejadas entre si: matematicas, fisica y quimica,
ingenieria, tecnologia, pintura, arquitectura, etc. La maravilla de Leonardo es que fue
excelente en todo lo que hizo. Mis tarde o mis temprano, sus aportaciones acabaron
teniendo relevancia en todos los campos que cultivo. Es el prototipo del hombre del
Renacimiento, que tiene intereses muy diversos y es competente en todos.

La atraccién que ha despertado el personaje a lo largo del tiempo en todo el
mundo se explica por su estatura intelectual, pero también por muchos de sus ras-
gos personales, que construyeron el arquetipo del genio que rebasa su tiempo. Para

UN GENIO DE LEYENDA

Leonardo naci6 en Vinci, una poblacién cercana a Florencia,
en 1452, Era hijo ilegitimo de un notario, pero éste lo crié
como al resto de sus hijos. Permaneci6 en la casa paterna de
Florencia hasta ingresar como aprendiz en el taller del pintor
Andrea del Verrocchio. En 1472 fue inscrito como maestro
pintor. Su primer encargo fue una tabla para el Palazzo Publico

que nunca finalizé (la acab Filippino Lippi). Su relacion con

los Médici, sefiores de la ciudad, fue tempestuosa, y en 1486
se traslado a Milan, bajo el gobierno del duque Ludovico Sfor-
za, que intentaba que su ciudad tuviera la misma importancia A
cultural que Florencia. A su servicio, Leonardo pint6 la Virgen g3 Vingi, pintado en su

de las rocas y el fresco de La Gltima cena para el convento de  vejez, hacia 1513,

Santa Maria de las Gracias.

A la caida de Ludovico Sforza en 1500, el maestro vivié en Bérgamo, Mantua y Venecia, pero
acab6 volviendo a Florencia. Alli, en 1505, pinté su retrato mas conocido, la Gioconda o Mona
Lisa, un cuadro lleno de misterio, ya que se desconoce la identidad de la dama retratada, qué
significa su misterigso gesto y en que estancia se encuentra mientras es pintada.

En 1513 Leor:e'z;clzio se trasladd a Roma. Trabajo para el Papa Ledn X hasta la muerte de éste, en 1517.
Solo entonces acepto la invitacion del rey Francisco | de trasladarse a Francia. Muri6 alli en 1519, en

el castillo de Clos-Lugé, asistido por el propio rey de Frandia, si queremos creer |a leyenda.
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empezar, su personalidad no era nada comin,
y mucho menos en su época. Vegetariano,
zurdo, se dice que homosexual, estaba tan ab-
sorbido por la idea del progreso irrefrenable
que no tenia prejuicios a la hora de bordear
o incluso traspasar la legalidad en sus experi-
mentos. A su leyenda contribuye su tenden-
cia al hermetismo, pues escribia de manera
criptografica, con la imagen especular de las
letras; y su produccidn artistica, escasa pero
enormemente enigmitica, como la famosisi-
ma Gioconda, de la que tantas cosas faltan por
conocer con certeza.

Los dibujos y manuscritos de Leonardo
se reunen en diez codices conservados en

distintos museos europeos. Uno estd en la

Frontispicio del Tratado de la pintura coleccion particular del magnate estadouni-
de [eopandoan of quese esiudifa dense Bill Gates, que pag6 por él varios mi-
relacion entre esta disciplina artistica

y las matemdticas. llones de ddlares. Si escribimos el nombre de
Leonardo da Vinci en cualquier buscador de
Internet, encontraremos mas de 12.400.000 paginas relacionadas con éL

Leonardo fue un tedrico del arte de la pintura, y un firme defensor de su im-
bricacién con las matematicas. Su obra Tratado de la pintura comienza con la frase:
«Nadie lea mis obras que no sea matematico». La obra fue manuscrita hacia 1498,
pero no se publicéd hasta mediado el siglo siguiente.

Leonardo sélo hizo una labor de ilustrador en De divina proportione, pero el
propio Pacioli habla en su obra de la importancia de los estudios matematicos del
genio en el terreno artistico. El autor dice: «Las pirimides de este libro, como las
demas figuras, son también de la mano de mi compatriota anteriormente nom-
brado, Leonardo daVinci de Florencia, al que jamis hombre alguno se ha siquiera
aproximado en la ciencia del dibujo». Esas figuras, junto con El hombre ideal, son
hoy en dia verdaderos iconos de un estado del pensamiento que retine sensibi-
lidad artistica y cientifica, el ideal humanistico. A menudo, en diferentes mo-
mentos de la historia, cuando aparece alguna persona que es un fenémeno fisico
en cualquier disciplina, se la compara con el modelo de Leonardo en De divina

proportione.
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Leonardo aplicé el conocimiento cientifico de las proporciones humanas a los
estudios de Pacioli y Vitruvio acerca de la belleza. Siguiendo el ideal renacentista,
El hombre ideal o El hombre de Vitruvio, pone al hombre en el centro del universo,
puesto que estd inscrito en un circulo y un cuadrado. La figura sigue las recomen-
daciones del romano Vitruvio (Marcus Vitruvius Pollio), el arquitecto de Julio Cé-
sar, que vivio en el siglo 1 a.C. El arquitecto, ingeniero y tratadista romano volvid
a estar de actualidad en el Renacimiento, con la traduccién y publicacién en 1486
de toda su obra escrita. En los decenios siguientes, las obras de Vitruvio tuvieron

El hombre ideal, o El hombre de Vitruvio, actualmente conservado en la Real Academia de Venecia,
muestra las proporciones ideales del cuerpo humano relaciondndolo con la geometria e inserto
en un cuadrado y un circulo. La razén entre el lado del cuadrado y el radio del circulo es durea.
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miultiples ediciones en todas las ciudades italianas de relevancia. La arquitectura re-
nacentista las tomé como base para sus teorias, y Leonardo confes6é a menudo que
el romano era su gran inspiracion.

Vitruvio da referencias sobre la figura humana basadas en razones simples. Dice
que la altura es igual a la envergadura, y que un hombre tumbado, al extender
brazos y piernas, describe un circulo. Muchos artistas intentaron recoger en una
misma ilustracién esas tres formas: la figura humana, la cuadrada y la circular, no
siempre con resultados afortunados. Leonardo encontré una solucion original y
elegante, basada en que el cuadrado y la circunferencia tienen centros diferentes.
Los genitales son el centro del cuadrado, y el ombligo es el centro de la circunfe-
rencia. Las proporciones ideales del cuerpo humano que se desprenden de esa figu-
ra corresponden a la razén iurea entre el lado del cuadrado y el radio del circulo.
Asi, la geometria une técnica y belleza a través de la razén aurea.

Las medidas ideales

El hombre ideal representa las relaciones aproximadas normales en el cuerpo humano de
una persona adulta, usadas desde la Grecia clasica como canon artistico para representar
a la persona ideal. A continuacidn, exponemos las proporciones de manera clara:

Altura total = brazada (distancia entre las puntas de los dedos con los brazos
abiertos) = 8 palmos = 6 pies = 8 caras = 1,618 X altura ombligo (distancia del

suelo al ombligo).

Como vemos, aparece finalmente la relacién 1,618, una buena aproximacién a ®.
Si comprobamos esas distancias en nuestro propio cuerpo, con toda seguridad nos
llevaremos un disgusto. Es dificil que nos acerquemos a ellas; son las proporciones
de una belleza idealizada. Hay otra manera de comprender el canon ideal de belleza:
la estadistica. Si comparamos las mediciones individuales de una muestra significa-
tiva de personas con las medidas ideales veremos que, como media, nos acercamos
bastante al canon de belleza: el ser humano es ideal sélo como promedio. El mate-
matico belga Lambert Adolphe Quételet (1796-1874) fue uno de los padres de la
estadistica moderna; en 1871 sus estudios estadisticos sobre las proporciones de los
hombres europeos confirmaron por completo las relaciones ideales.

A partir de aqui se plantean preguntas interesantes. ;A qué proporciones res-
ponden los cinones de belleza de otras civilizaciones, como la hindi o la china,
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A ESCALA HUMANA

Aungue ahora son de uso tan comun que parece imposible que alguna vez el mundo haya
sido de otra manera, la humanidad no siempre ha utilizado los metros y centimetros del
Sisterna Métrico Decimal.

A lo largo de los siglos parecié mucho mas natural utilizar medidas de longitud que tenian que
ver con el cuerpo humano: pies, palmos, dedos, pulgadas, etc. Como es légico, la cantidad
que representaban estaba extraida de la parte del cuerpo real. Una pulgada era muy poco, y
desde luego, mucha menos que un palmo.

Pero no todas las personas tienen el mismo numero de pie; por lo tanto, ¢de dénde salia el
patrén del «pie universal» ? El patrén-medida se extraia de |as gue tenia o habia tenido algin
personaje destacado. Por ejemplo, la yarda, unidad de medida de longitud gue todavia se
utiliza en los paises sajones, fue definida por el rey Enrigue | de Inglaterra en el siglo i como
la distancia entre Ia punta de su nariz y su dedo pulgar cuando extendia el brazo. A partir de

ella, definié el pie como la tercera parte de esa longitud,

cuyas diferencias fisicas respecto a los rasgos europeos se revelan a primera vista?
Seguro que la belleza es igual de ideal en las diferentes culturas, pero, jes la mis-
ma idea? Las encuestas realizadas sobre medidas del cuerpo humano en diferentes
paises y culturas han demostrado que todos somos iguales. En otro orden de cosas,
y solo para acabar de cerrar el circulo, existen estudios del mismo tipo sobre la
enseflanza en matematicas que confirman que las estructuras mentales tampoco

cambian al pasar de un continente a otro.

El nimero de oro en la pintura

En el Renacimiento, el desarrollo de la perspectiva y la busqueda de las propor-
ciones ideales para la belleza hicieron coincidir en el tiempo y en la dedicacién a
artistas y cientificos. El momento de la codificacién de la perspectiva es también
el comienzo de la geometria proyectiva, que los propios pintores renacentistas
fundamentaron gldograr plasmar de manera realista los objetos tridimensionales
en sus cuadros, es decir, en dos dimensiones. Leonardo da Vinci jugd un papel
fundamental en estos logros, pero también lo harian Rafael o Durero.

En 1435 aparecié la obra fundamental de la perspectiva, el Tratado de la pintura,
de Leon Battista Alberti, en el que se explicaban los métodos para conseguir repre-
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LEON BATTISTA ALBERTI (1404-1472)

Alberti nacié en Génova en 1404., cuando Brunelleschi estaba en pleno apogeo. Era hijo
“natural de un rico comerciante y banguero florentino, desterrado de la Toscana por motivos

politicos. ; _

Fue un excelente ejemplo de hombre del Renacimiento: se dedico principalmente a la arquitec-
tectura, Ias matematicas y la poesia, pero también cultivé la lingtiistica, la filosofia, la musica
eincluso la: arqueologia Alberti integré la sequnda generacién de artistas renacentistas y se
convirtio en su figura méas emblematica. En su opinién, «el artista en este contexto social no
-debe ser un simple artesano, sino un intelectual preparado en todas tas disciplinas y todos los
terrenosy. Trabaj6 como arquitecto para el célebre comerciante y humanista Giovanni di Pao!o
Rucellai, para quien realizé la fachada de Santa Maria Novella, resuelta en base a la proporcion
4urea. Sus trabajos se encuentran entre las mayores obras de la historia de la arquitectura: el
Palacio Rucellai, la Villa: Médu:ls, etc

- Cuando Alberti mumﬁ en Roma en 1472 tras una vida intensa, dej¢ obras inolvidables y las
t_eorlas_més.mﬁuyentes_. En el momento de su muerte, su relevo ya estaba preparado. El joven
 Leonardo da Vinci tenia veinte afios.

 En su célebre fresco de la Capilla
Brancacci, Masaccio pinto (de izquierda
a derecha) a Masolino, su autoretrato
(mirando hacia nosotros), Leon Battista
Alberti y Brunelleschi (ilustracion
‘superior). Junto a estas. lineas, una pagina
perteneciente al libro primero del Tratado
de la pintura de Leon Battista Alberti
 (edicion realizada en 1733 con grabados
de Francesco Sesoni).
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sentar la realidad. En ella aparecieron ideas que lo cambiaron todo y que se con-
virtieron en las nuevas reglas, como las expresadas en las famosas frases «el primer
requisito para un pintor es conocer la geometria» y «el cuadro es la ventana abierta
a través de la que se ve el objeto pintadon.

La obsesion de Alberti era la basqueda de reglas tedricas y practicas para guiar
el trabajo de los artistas, por lo que sus obras estin repletas de numerosos cinones.
En De statuta expone las proporciones del cuerpo humano, en De pictura realiza la
primera definicion de la perspectiva cientifica y en De re aedificatoria describe su
concepto de la arquitectura moderna, completamente imbuido de la proporcién
aurea. Lo revolucionario de sus propuestas es una constante del conocimiento hu-
mano: la mezcla entre lo antiguo y lo moderno, que, en el periodo renacentista
habia comenzado ya Filippo Brunelleschi.

Leonardo daVinci continué el estudio de la perspectiva, en pleno auge y desa-
rrollo formal y tedrico en su época. El genio afirmé que «la perspectiva es la rienda
y el timén de la pinturar. Su influencia es claramente identificable en muchos de los
artistas que le sucedieron, en particular Alberto Durero, quien estuvo igualmente in-
teresado en la investigacién de los fundamentos cientificos de la pintura. Aunque no
se dispone de testimonio directo del uso de la proporcién aurea por parte de Leonar-
do, la composicién de obras como La iiltima cena se solapa de forma asombrosa con

diversas figuras aureas; en especial, el rectangulo.

Los elementos de la composicion de La ultima cena de Leonardo tienen proporciones aureas.
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En esta obra el rectingulo dureo define tanto las dimensiones de la mesa como
la disposicidn a su alrededor de Cristo y sus discipulos. Con el conocimiento que
ya tenemos de la proporcién durea, podemos constatar a simple vista que también
la siguen las paredes de la estancia y las ventanas del fondo.

Tampoco el retrato de la Gioconda esti exento de la razén aurea. Diversos estudios
muestran como el rostro de Mona Lisa, tanto en su conjunto como en sus detalles, se

enmarca con precision en una elegante sucesién de varios rectingulos dureos.

El rostro de la Gioconda estd inserto en rectangulos dureos superpuestos.
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La estrella pentagonal subyace claramente en la composicion
de La Sagrada Familia, de Miguel Angel.

En términos generales, los pintores renacentistas influidos —siquiera inconscien-
temente— por la proporcién durea usaron los RA para las proporciones a todos los
niveles de detalle. El simbolo pentalfa les sirvid para la distribucién del espacio, ri-
giendo sobre todo la colocacion de los personajes. Con el mismo propésito se usé
también la espiral durea. Un ejemplo de organizacién a través de la estrella penta-
gonal es La Sagrada Familia, de Miguel Angel. La presencia de ® en La flagelacién,
de Piero della Francesca, y en El nacimiento de Venus, de Sandro Botticelli, ofrece
imigenes de una belleza estremecedora. Trazar las figuras que organizan esas obras

es un delicioso desafio.
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En El nacimiento de Venus, de Sandro Botticellj, el cuerpo de la diosa muestra proporciones dureas.

El mis destacado continuador de la estela de Leonardo fue Alberto Durero. En
1525, Durero publicé el primer libro de matematicas escrito en aleman: Instruccion
sobre la medida con regla y compds de figuras planas y sélidas, conocido popularmente de
manera mucho mis simple por el titulo De la medida. El pintor y matemitico ofrece
en él su filosofia de la belleza en la armonia de las proporciones: «La belleza consiste
en la armonia de las partes entre si y con el
todo [...] Lo mismo que cada parte en si debe
ser convenientemente dibujada, también su
reunién debe crear una armonia de conjunto,
[...] porque a los elementos armoniosos se les
tiene por bellos».

De la medida describe la construccién de

un gran namero de curvas, como la concoi-
de, la espiral de Arquimedes y la espiral basada
en la secci6n aurea, también conocida a partir
de entonces como la espiral de Durero. El libro

Construccion de la seccion conica de la parabola,
en De la medida.
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ofrece métodos exactos (y otros aproximados) para construir poligonos regulares;
considera las pirimides, los cilindros y otros cuerpos sélidos, y estudia los cinco séli-
dos platonicos, asi como los solidos semirregulares de Arquimedes. Durero tampoco
olvidé la construccidn de las secciones conicas, como la paribola. En conjunto, como
vemos, su obra se puede considerar como el inicio de la geometria descriptiva.

Finalmente, el libro cuenta con una introduccién a la teoria de la perspectiva.
Durero hizo varios grabados en los que mostraba los aparatos necesarios para apli-
carla en dibujos del natural.

Dos grabados de Durero dedicados a los aparatos necesarios para aplicar la perspectiva
en el dibujo.
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ALBERTO DURERO (1471-1528)

‘Durero, o Diirer, es considerado como la méxima figura
~del Renacimiento fuera de Italia. Nacio en 1471 en Nu-
- remberg, donde se formo como pintor y grabador, Aca-

| bada su instruccién, viaj6 por Alemania, y en 1494, visit6
: .Venecié, lo que le dio ocasién de conocer la obra mate-
 mtica de Pacioli. Al afio siguiente abrié su propio taller en
su ciud'ad natal. Ademas de pintura, se dedico a estudiar
& afcndo matematicas. Vivié en talia de 15053 1507, mas
- mteresado en aprender sus matematicas que su arte, del
-que ya era maestm consumado Fue nombrado pintor de Ia corte del emperador Mammsllana 1

| en 1512 El nueuo emp&rador Carlos V le renovo en el cargo en 1520. Ademas del tratado De ia ;
medm:a ﬁmbmn esmbréi.as a.ratro !rbmsde las proporciones del cuerpo humane o 7

En cuanto a los grabados del artista, Melancolia I es quizas el mis conocido. En
él, Durero muestra su pericia al trazar distintos objetos en perspectiva, en particular
lo que parece ser un romboedro, situado a la izquierda. A la derecha aparece un
cuadrado migico, un cuadrado compuesto por ntimeros donde la suma de sus filas,
columnas o diagonales es constante. El cuadrado muestra dos cifras en la parte infe-
rior de las filas centrales que datan la obra: 1514.

Melancolia I, de Durero, y detalle del cuadrado mégico
en los que se puede apreciar la estrecha vinculacion de
la obra de Durero con sus conocimientos matematicos.
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Tendrin que pasar algunos siglos para que se renueve la relacion entre el arte y
las matematicas. El momento privilegiado tuvo lugar a inicios del siglo xx, con el
auge del arte abstracto. Los historiadores del arte Lucy Adelman y Michael Comp-
ton, escribieron sobre ésta época que «ante todo habia un interés generalizado
por las geometrias no euclidianas y/o n-dimensionales... En segundo lugar, el pe-
riodo sefiald la derrota de la perspectiva y su sustitucidon con canones diversos
menos sistemiticos. En tercer lugar, los artistas hacian uso de proporciones nu-
meéricas y de parrillas que, como las figuras geométricas, se asociaban a la idea de
reducir el arte a sus elementos especificos. En cuarto lugar, aparecieron en pintura
elementos que se extraian de textos de matematica... Por altimo, simples figuras
geomeétricas se asociaron a las maquinas y a sus productos y de esta manera al pro-
greso o a la modernidad».

Fue un momento de efervescencia creativa de ambas disciplinas. En 1912 tuvo
lugar un acontecimiento revolucionario, como sefiald el pintor y escultor suizo
Max Bill: «El punto de partida de esta nueva concepcion se debe probablemente a
Kandinsky, que en su libro Ueber das Geistige in der Kunst (De lo espiritual en el arte)
puso en 1912 las premisas de un arte en el que la imaginacidén del artista se sus-

tituiria por la concepcidén matematica». Piet Mondrian expresé el cambio con las

LA CALAVERA ANAMORFICA

La anamorfosis es el efecto por el
gue los objetos representados solo
son visibles desde un determinado
punto o a través de un elemento
especifico que modifica el punto
de vista del observador, un cilindro
o un cono, por ejemplo. El mas
célebre antecedente de anamor-
fosis es el cuadro Los embajado-
res, de Hans Holbein (1497-1543),
en cuya parte _i_nfg_rior aparece una
calavera def'(;;mada, que podemos

ver perfectamente si miramos des-

de el punto adecuado.
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Composicién suprematista, realizada en 1915 por Kasimir Malevich. Los pintores abstractos
también partian de la geometria para sus composiciones y en ellas la proporcion aurea
volvia a aparecer.

palabras siguientes: «El neoplasticismo tiene sus raices en el cubismo. También se
le puede llamar pintura abstracto-real, porque lo abstracto (como las ciencias ma-
temadticas pero sin alcanzar como ellas lo absoluto) puede ser expresado por una
realidad plastica en la pintura. Esta es una composicién de planos rectangulares
coloreados que expresa la realidad mis profunda, que llega a través de la expresién
plistica de las relaciones y no a través de la apariencia natural... La nueva plistica
plantea sus problemas en equilibrio estético y expresa de ese modo la nueva ar-
monian.

Max Bill definié esta nueva manera de entender el arte: «La concepcién ma-
tematica del arte no es la matematica en el sentido estricto del término, incluso
se podria decir que seria dificil para este método utilizar lo que se entiende por
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matematica exacta. Es mas bien una configuracién de ritmos y relaciones, de
leyes que tienen un origen individual, del mismo modo que la matematica tiene
sus elementos innovadores originarios en el pensamiento de sus innovadores».

Muchos artistas destacados del siglo xx tienen un fuerte sabor matemitico;
muchas obras fundamentales tienen una concepcién matematica o incluso usan
las matemiticas como fuente de inspiracién. No sélo destaca el omnipresente
Escher, quizas el mas popular, sino movimientos enteros, como el suprematismo
o el cubismo. La subcorriente de este Giltimo llamada Seccién Aurea se basaba en
la idea de la btisqueda de formas universales. La Seccién Aurea del cubismo estuvo
liderada por Marcel Duchamp, y en ella participaron nombres tan ilustres como
Le Corbusier, Juan Gris y Fernand Léger.

La proporcion aurea en la arquitectura

La proporcidn durea se intuye en construcciones humanas desde los antiguos
egipcios, aunque raramente puede asegurarse que ello obedeciera a una prefe-
rencia deliberada. La altura y la base de la gran piramide de Keops, por ejemplo,

guardan entre si una intima correspondencia con P.

Los arcos del triunfo de la Roma clisica resiguen la proporcién durea, como
también lo hacen.las tumbas licias y las iglesias de la antigua ciudad de Mira (la

actual Demre turca). Otras civilizaciones muy alejadas de la cultura clisica parecen
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coincidir en el aprecio por la razén de oro. No lejos del lago Titicaca, junto a la
capital de Bolivia, La Paz, se encuentra la Puerta del Sol de Tiwanaku, monumento
de una cultura preincaica regido completamente por ®.

2 |
%
‘

La Puerta del Sol de Tiwanaku (Bolivia), que en la actualidad se halla medio derruida,
tiene una composicion que parece articulada por rectangulos dureos.
La construccion data del 1500 a.C. aproximadamente.
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BELLEZA Y PERFECCION EN EL ARTE

Como ya se mencionaba en el primer capitulo, siempre se ha considerado que,
de todas las construcciones de la Antigiiedad, el ejemplo mas representativo de uso
clasico de la proporcidn durea en la arquitectura ha sido el Partenén. No en vano, el
nombre moderno de la seccidn urea, phi, es la inicial del constructor de este mo-
numento, Fidias. Sin embargo, hoy en dia este punto es objeto de discusién.

»

£l Partendn de Atenas, cuyas proporciones dureas se sefialan tradicionalmente
como paradigmaéticas, aunque la medicidn exacta sobre el terreno presente ligeras divergencias.

Ciertamente, la media y extrema razdn tuvo su mayor valedora occidental en
la cultura griega, pero una toma de medidas sobre el terreno arroja una cantidad
de inexactitudes tan sorprendente que han acabado por levantarse las sospechas en
una parte considerable de la comunidad de expertos. ;Es posible que en la historia
de la cultura occidental haya habido un intento de encontrar la relacién durea en
el disefio del Partendn mas que un uso consciente por parte de sus constructores?
Es el problema de la interpretacidon cuando los datos son lo convenientemente
ambiguos; una cuestiéon que ha dado mucho trabajo en todas las civilizaciones a
los exegetas de.péidos los tiempos. Siempre se pueden contar 666 pasos, escalones,
pulgadas, entre dos puntos cualesquiera para justificar la subida del demonio desde
los infiernos o la bajada del profeta desde los cielos. De igual manera, tomando las
medidas adecuadas®n cualquier monumento, siempre se puede encontrar ® como

cociente, aunque el arquitecto no pensara en ella en su construccién.
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BELLEZA Y PERFECCION EN EL ARTE

Sin embargo, podemos certificar como usos conscientes las manifestaciones de
la divina proporcién en la Edad Media, porque a menudo estin documentadas.
El pentagono regular o el pentigono estrellado aparecen como recursos de cons-
truccidon durante todo este periodo. Los espectaculares rosetones de las catedrales
goticas son clasicos ejemplos de ello.

Con la edicién traducida de Vitruvio, los tedricos de la arquitectura rena-
centistas reivindicaron la necesidad de la armonia de las proporciones en las
construcciones en pos de la belleza. En el apartado correspondiente de La divina
proporcion, Luca Pacioli pone al hombre como centro de todas las cosas: «Hablare-
mos antes de la proporcién humana referente a su cuerpo y miembros, pues toda
medida con sus denominaciones se deriva del cuerpo humano y en él estin sefia-
ladas por el dedo del Altisimo toda suerte de proporciones y proporcionalidades
que revelan los mis intrinsecos secretos de la naturaleza», para luego utilizarlo
como medida del mundo: «Y por eso los antiguos, considerando la debida dis-
posicion del cuerpo humano, conformaban todas sus obras, maxime los templos
sagrados, de acuerdo con la proporcién de dicho cuerpo, pues en aquél encontra-
ban las dos figuras principales sin las cuales no es posible hacer nada, es decir, la
circular... y el cuadrado».

En el libro De re aedificatoria, el polifacético Leon Battista Alberti (1404-1472)
afirma que la belleza consiste en la armonia de las partes entre si y con el todo.
Dice Alberti que la belleza «es el valor absoluto de un organismo estético, que
irradia en el alma humana una alegria interior, suscitando un acuerdo irrempla-
zable entre el hombre y el universo mediante el cilculo matematico, el juego
de las proporciones, o en términos tomados del Timeo de Platon, de las medias
pitagoricas».

La estrecha relacion entre proporcién y armonia en el ambito de la musica es-
poled esta busqueda de la concordancia entre los elementos de una construccién.
La idea partié quiza de la reflexién de Andrea Palladio (1508-1580), el arquitecto
véneto del manierismo, que tanta influencia tendria en el neoclasicismo. En su
obra Cuatro libros de arquitectura considerd que las proporciones de las voces eran
armonias para los oidos, mientras que las de las dimensiones eran armonias para los
ojos: «Dichas armonias suelen complacer considerablemente, sin que nadie salvo
aquellos que estudian las causas de las cosas sepa por qué».

No sélo la Italia del Renacimiento practicd el uso de la razén durea en el dise-
fio de sus edificios monumentales. La Universidad de Salamanca es la mis antigua
de Espaiia (data de 1218) y la primera de Europa que tuvo el titulo de universidad.
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La composicion de fa fachada de la Universidad de Salamanca
se encuentra presidida por un gran rectangulo dureo.

La fachada fue reconstruida en el siglo xv siguiendo el estilo plateresco, una fusién
de mudéjar y gético flamigero exclusiva del Renacimiento espafiol. La relacién de
oro preside sus proporciones.

Arquitectura contemporanea

Los avances en las técnicas de construccion y el desarrollo de nuevos materiales
hicieron estallar los limites para la imaginacién de los arquitectos del siglo xx. El
norteameri&g_gg Frank Lloyd Wright (1867-1959) fue uno de los representantes
de la arquitectura organica. Poco antes de morir, como elegante canto del cisne y
legado impagable para la posteridad, disefi6 la gran rampa de acceso al Museo Gu-
ggenheim de Nueva York siguiendo una forma muy osada: la estructura del nautilo,
es decir, de una espiral.
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Exterior e interior del Museo Guggenheim de Nueva York cuya forma de espiral durea
revolucioné la arquitectura en el momento de su concepcién.

También el arquitecto polaco Zvi Hecker (1931) utiliz6 disefios en espiral en
las escuelas Heinz-Galinsky de Berlin, construidas en fecha tan reciente como
1995. Hecker partié del concepto de un girasol, con un circulo en el centro alre-
dedor del que rotan todos los elementos arquitectonicos.

El edificio es una combinacién de una reticula ortogonal y una concéntrica,
intentando representar la simbiosis entre la rigidez del pensamiento humano y el
caos controlado de lo natural. Imita a la planta, que sigue la 6rbita del sol, para que
sus rayos iluminen todas las clases a lo largo del dia.

Vista aérea de las escuelas Heinz-Galinsky, disenadas por Zvi Hecker, cuya planta se inspira en
la disposicién de los pétalos de un girasol. También aqui el arquitecto quiso imitar la naturaleza,
en la que la colocacion de los pétalos esta muy relacionada con .
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PROYECTOS DEMASIADO AVANZADOS

El Monumento a la Tercera Internacional, propuesto por el
ruso Viadimir Tatlin (1885-1953) en 1920, nunca fue cons-
truido, pero las maquetas lo presentan como una enorme
torre en hierro, vidrio y acero. Una doble espiral de hierro
v acero debia envalver tres pisos-blogues, repletos de ven-
tanas de cristal, que rotarian a velocidades diferentes. El
primero serfa un cubo y girarfa una vez al ano; el segundo
seria una piramide, en rotacion mensual; y el tercero, un
cilindro, rotarfa a diario.

El Quincy Park, situado en la ciudad de Cambridge, en Massachusetts (Estados Uni-
dos), esta lleno de referencias a la espiral durea. Fue disefiado en 1997 por el artista David
Phillips y se encuentra muy cerca del Clay Math Institute (CMI). E1 CMI es el centro de
investigacion matematico célebre, entre otras cosas, por ofrecer desde el afio 2000 un mi-
116n de délares por la resolucién de cada uno de los siete problemas del milenio, escogidos
entre los mis importantes pensadores dentro del campo de la investigacion matemitica.
En el Quincy Park se puede pasear entre estatuas con la espiral durea y curvas de metal,
relieves de dos conchas y una piedra con una raiz cuadrada. Una placa da informacion
sobre la razén durea, e incluso el aparcamiento de bicicletas, utiliza el simbolo de ®.

Le Corbusier

El rompedor y radicalmente moderno Le
Corbusier quiso estrechar la mano de Luca
Pacioli a lo largo de los siglos cuando dijo
de él que también habia buscado en el pa-
sado. En los tiempos del sistema métrico, Le
Corbusier aspird a hacer su propia aportacién
a la exuberapte-historia del nimero de oro.
Se quejo de que el sistema métrico habia

despersonalizado los instrumentos de medi-
da y, por lo tante; se habia perdido la escala

El edificio de Naciones Unidas en Nueva
humana. Para recuperarla, invent6 su propia York presenta tres rectangulos dureos.
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LE CORBUSIER (1887-1965)

Charles-Edouard Jeanneret-Gris,
llamado Le Corbusier, era de ori-
gen suizo pero se nacionalizé fran-
cés. Comenzo en su tierra natal el
aprendizaje de oficios artisticos que
le acabarian conduciendo a la arqui-
tectura. A los 29 anos acudio a Parfs,
donde abrid su propio estudio de ar-
quitecto en 1922. Viajo por Europa,
Ibercameérica y Estados Unidos.

Le Corbusier se proyecté mas alla
de la arquitectura, en el urbanismo
y el diserio (algunos de sus disefios
5011 iconos contempordneos, como
su silla chaise longue). Funda revis-
tas influyentes, dicto conferencias y

publicéd numerosos tratados tedri-

4

cos; fue también un notable pintor.

Construyd casas individuales y grandes urbanizaciones en pafses de todo el mundo, convir-
' “tiéndose en uno de los arquitectos mas conocidos a nivel mundial. Participé en la comision

internacional que disend el edificio de las Naciones Unidas en Nueva York, Con modificaciones
~ de Niemeyer, otro gigante de la arquitectura y discipulo suyo, finalmente se realizé su pro-

_.yect'n. No es extrafio, por lo taﬁtb, que se puedan ide_n_tificar tres rectangulos dureos en la :

fachada del monumental del edificio. &

escala, basada en la proporcién durea, pero pasada por el tamiz de los tiempos mo-
dernos. Como respuesta al hombre de Vitruvio, ide6 el hombre de modulor: «El me-
tro, el centimetro, el decimetro no son de la escala humana, el modulor, si. Tomé las
proporciones desde el plexo solar hasta la cabeza y el brazo y encontré la seccién
de oro alli, y creé un sistema de dimensionamiento que responde a las dimensiones
del cuerpo humano. Lo descubri sin darme cuenta. No soy pretencioso, pero es
importante y abre a la industria enormes posibilidades; es atil y moderno..., es una

innovacién sensacional».
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Matila Ghyka recogi6 la aportacién de Le Corbusier, en el volumen segundo
de su libro El nimero de oro, en el que explicaba que el rectingulo dureo «ha en-
trado triunfalmente en arquitectura a través de los planos recientes del mas célebre
apostol y representante de las nuevas tendencias». A continuacién describid los pla-
nos del arquitecto para el Mundaneum de Ginebra. Le Corbusier explicé que habia
concebido el Mundaneum como una ciudad rectangular, donde la razén entre la
longitud y la profundidad del rectingulo estd dada por ®: «La seccidn 4urea define
ambos ejes [de crecimiento), asi como los lados del recinto general [...] El ritmo
esti ordenado de acuerdo con la seccidén durea, medida que ha determinado la ar-
monia de tantas obras de todos los tiempos».

Los afios de la Segunda Guerra Mundial detuvieron la construccién y se centra-

ron lamentablemente en la tarea opuesta. Le Corbusier dedicé ese tiempo a la teo-
ria. Entre 1942 y 1948 desarroll6 el
modulor, un sistema de medidas para la
edificacion y el disefio de mobiliario
doméstico basado en la proporcién
aurea y en las medidas de un cuer-
po humano del prototipo sajén (1,82
metros de estatura). El libro El modu-
lor se publicé en 1950 y fue un éxito
inmediato. Tuvo una continuacién
en 1955: El modulor 2, que adaptaba
las medidas del prototipo latino (1,72
metros de estatura).
El sistema del modulor retomaba el
ideal clasico que pretendia relacionar
de manera directa las proporciones de
los edificios con las del hombre.

Estatua de El modulor realizada a partir
de las medidas ideales sugeridas

por Le Corbusféren su libro homénimo.
Et hombre con la mano levantada mide
226 cm y su mitad se encuentra en

el ombligo (113 cm). Ambas cifras
multiplicadas o divididas por ® generan
una sucesién de Fibonacci.
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EL NUMERO DE ORO EN LA OBRA DE LE CORBUSIER

La Ville Saboye, en Poissy, a las afueras de Paris, es un ejemplo magistral del empleo de Le
Corbusier de la proporcidn con razén @, algo que se aprecia en tanto en el exterior como en
el interior del edificio. Le Corbusier lo aplicé hasta sus tltimas consecuencias en una gran obra

tanto para el diseno funcional como por sus consecuencias estéticas; la Unidad Habitacional

de Marsella.

La Ville Saboye es hoy dia casa museo v monumento nacional de Francia. En las fotografias, '
vista de la parte trasera y del salon, con acceso directo a la terraza. .

Exterior e interior de la Unidad Habitacional de Marsella. En ella el arquitecto disend todos
los espacios partiendo de las proporciones del sistema modulor,

La proporcion aurea en el disefio

La caligrafia comenzé con la utilizacién de la imprenta, y, cémo no, en el disefio de
los tipos de imprenta intervinieron viejos conocidos de nuestra pequeiia historia,
como Luca Pacioli, Leonardo daVinci o Durero. En esa tarea aplicaron los mismos

principios de proporcionalidad que regian el resto de sus actividades. Al realizar el
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Libro de plegarias del emperador Maximiliano I, Durero utilizé la proporcidn durea
tanto en el texto como en las decoraciones laterales.

Sin embargo, desde antes de Guttenberg el formato de los libros contemplaba
una aproximacion a la razén de oro. La proporcién que se considera mas armoniosa
para los libros es 1:1,6 (también expresable como 5:8), pero se suele reservar para las
ediciones de lujo, pues aprovecha menos el papel. El formato mas habitual es el que
se denomina proporcién normalizada, que es 1:1,4 (también expresable como 5:7).

Aunque actualmente a las generaciones digitales todo esto les pueda parecer
batallas de otro tiempo, no se debe caer en la desmemoria. Ain hoy en dia se usa ®
para el disefio de piginas web. Ademis, el mas importante icono del disefio actual,
el reproductor de archivos MP3 de la marca mas famosa, que la mitad de la huma-
nidad va escuchando por la calle, tiene las dimensiones de un RA.

También son RA las cajetillas de cigarrillos, desde que una conocida marca
impuso ese disefio en 1955 en una campana de cambio de imagen. En el fondo,
el motivo era menos estético que prictico. Las actuales cajetillas se construyen con
una ingeniosa forma de plegado, que ademas permite hacerle una tapa. Por ello
ese disefio se llama flip-top box. El rectangulo mayor de la caja ortoédrica resultante
tiene unas dimensiones de 8,5 X 5 cm, cuyo cociente es ®. Su gran éxito la gene-
ralizé y fue copiada en todo el mundo por todas las marcas.

En el disefio de ropa hay peculiares utilizaciones de la proporcién durea. Una
empresa estadounidense disefia sus jeans con ® apareciendo en la curva del bolsillo
delantero, en las proporciones del bolsillo trasero, en la relacién entre el pespunte
de la cadera y la costura interior de los pantalones.

Otra manifestaciéon de su omnipresencia hace saltar la proporcién durea al te-
rreno de juego. Los campos de fiitbol son rectangulos con un médulo aproximado

de 1,52 en su inmensa mayoria. Pero otros no lo son, y un ejemplo destacado es el

LAS RANAS DE FIBONACCI

|

En la Exposicion Universal del 2008, celebrada en la localidad espariola de Zaragoza, los artistas
Angel Arrudi y Fernando Bayo distribuyeron 610 pequefias ranas por todo el recinto, pues 610
es uno de los términos de la sucesion de Fibonacci. En el centro, colocaron una escultura en
hormigén en forma de cubo varado en tierra, donde, aplicando la proporcién durea, se for-
maba una conjuncion de un cubo con un circulo, con la medida del nimero pi . La instalacion

se llamé Ranillas.
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del Real Madrid Club de Fatbol. Su campo es un rectingulo pricticamente iureo,
de méddulo 1,606 (las medidas son 106 X 66 metros).

Aunque no suelen declarar ser conscientes de ello, muchos dibujantes de his-
torietas también utilizan ® en sus dibujos. Si aplicamos ® a una vifieta que sea un
rectingulo 5 X 3 ¢cm, tendremos 5 cm : 1,618 = 3,09 cmy 3 cm : 1,618 = 1,85 cm.
Asi, se pueden llevar estos resultados al rectingulo de cuatro formas diferentes.

R £
3 R
£

L/ {D’

Se puede comprobar el uso de esa division de la vifieta en los trabajos de mu-
chos dibujantes, al igual que la utilizacién de divisiones puras de la vifieta en una
proporcidn aurea exacta.

Tampoco el disefio aplicado a la misica escapa a la relacién iurea. El promi-
nente [uthier Antonio Stradivarius (1644-1737) ponia gran cuidado en situar los
agujeros de sus violines en proporcién durea. Pese al rigor del italiano, no hay nin-
guna evidencia sobre la influencia de esa colocacién en la calidad del sonido. En
cuanto a compositores, parece que tanto Debussy como Béla Bartdk conocian y

usaban en sus partituras la proporcidn durea.
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Capitulo 5

El nlimero aureo
y la naturaleza

Imaginemos una forma muy sencilla, un rectingulo, por ejemplo. ;Cémo puede
crecer sin perder su forma? El sentido comun nos indica que debera crecer de ma-
nera uniforme, es decir, en la misma proporcién en todas direcciones; como si los
lados fueran elasticos y se estiraran poco a poco, con cuidado. Aunque parezca lo
mis logico, si midiéramos el crecimiento segin ese método, veriamos que la forma
del rectangulo (la relacién entre las longitudes de los dos lados) no se mantiene

constante, con lo que perderia su forma,

Crecer conservando la forma

En el capitulo 2 comprobamos que, afiadiendo a un rectingulo iureo cuadrados
de lado igual al de su lado mayor, da lugar a otro RA. Con ello, se aumenta su
tamafio pero su forma se conserva, puesto que todos los rectingulos RA tienen la
misma relacién entre sus lados (evidentemente, @). Sucedia algo similar, aunque a
la inversa, al sustraer cuadrados al RA. Por eso deciamos que el gnomon del RA
era el cuadrado. Esta propiedad es exclusiva de los RA, pues lleva a la definicion de
®. Por lo tanto, para variar el tamafio de una figura sin cambiar su forma se puede
utilizar la proporcién aurea. Lo comprobaremos observando el crecimiento de los
seres vivos, sobre todo de los vegetales.

Para entender lo que significa exactamente «conservar la forma», pensemos un
momento en el ser humano. ;Se conservan sus proporciones? Muy al contrario, di-
riamos que su desarrollo es un constante cambio de proporciones. Aunque siempre
protestemos por ello, es una suerte que nos transformemos con la edad, porque si
conservaramos-ta forma que teniamos al nacer tendriamos serios problemas para
mantener la cabeza erguida.

Por otra parte, vimos también la espiral durea, cuya diferencia fundamental con
otras espirales es"que se va ensanchando a medida que gira. El bidlogo escocés
D’Arcy Thompson (1860-1948), llamado «el primer biomatematico», identifico
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EL NUMERQ AUREQ Y LA NATURALEZA

]

Feto de Feto de Feto de Nifio de Nifio de Nifio de Adulto,
2 meses 7 meses 9 meses 2 anos 6 anos 12 anos 18 anos

Comparativa de la proporcion entre el craneo y el cuerpo humano en las distintas etapas de crecimiento.

que la propiedad de algunos seres vivos de aumentar por crecimiento terminal sin
modificacién de la forma total es caracteristica de la espiral logaritmica y de nin-
guna otra curva matematica: «Toda curva plana que parte de un polo fijo y de tal
naturaleza que el area polar de un sector sea siempre un gnomon respecto del irea
precedentemente obtenida, es una espiral logaritmican.

Los insectos trazan una espiral durea cuando se acercan a un punto de luz. Si en
vez de alejarnos de un punto determinado, queremos acercarnos a él conservando
el angulo de giro, s6lo podremos hacerlo asi. Las aves de presa mantienen esa tra-
yectoria cuando se lanzan a cazar. Es la Ginica manera en la que pueden mantener
la cabeza recta y sin variarla de posicién, con lo que siempre tienen control visual
sobre las presas y maximizan la velocidad.

La proporcion aurea en los seres vivos

El hombre ideal de Leonardo supuso una primera reflexién sobre la presencia de
@ en el mundo animal. A partir de entonces, la historia del arte y de la ciencia ha
visto numerosos estudios sobre la adecuacién de diferentes partes del cuerpo hu-
mano a la proporcién durea. Pero ya en la Edad Media la medida humana se usaba
como patron. Los constructores de catedrales franceses utilizaban un instrumento
de medida consistente en cinco vastagos articulados con las longitudes de la palma,
la cuarta, el palmo, el pie y el codo, que correspondian a las magnitudes del brazo
humano, ademis de la longitud del pie.
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cuarta

cuarta
pie
palma

codo

codo

Todas esas longitudes eran multiplos de una unidad llamada linea, que equivalia
a poco menos de 2,5 mm (con mis exactitud 2,247). La siguiente tabla muestra la
equivalencia de estas medidas con la linea y con nuestras unidades actuales. Se pue-
de comprobar que las lineas son términos sucesivos de Fibonacci; por lo tanto, la
razén de cada uno respecto al anterior serd @, lo que no deja de ser sorprendente,
pues las medidas iniciales fueron tomadas en el cuerpo humano.

palma 34 lineas 7,64 cm
cuarta 55 lineas 12,63 cm
palmo 89 lineas 20 cm
pie 144 lineas 32,36 cm
codo 233 lineas 52,36 cm

La filotaxis y la proporciéon aurea

La filotaxis es una palabra de origen griego, compuesta por phyllon, que significa
«hoja», y taxis, qug quiere decir «orden», con la que se define la disciplina de la bo-
tinica que estudia la disposicion de las hojas sobre el tallo, la cual, como veremos,
sigue pautas geométricas y numéricas. Esta disciplina permite descubrir algunas
de las manifestaciones naturales mis asombrosas por la inteligencia de su disefio, a
menudo expresable en términos matematicos increiblemente precisos.
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ESPIRALES

Una espiral es una curva continua que va dando vueltas alrededor de un punto central sin
cruzarse nunca. Existen diferentes tipos, trazados por métodos diversos, con propiedades ex-
clusivas en cada caso.

El primer tipo es el llamado espiral de Arguimedes, en honor a su descubridor, de guien se dice
que la observé por primera vez en una tela de arana. Si enrollamos una cuerda en un palo, al
desenrollarla manteniéndola tirante, su extremo describe una espiral en la que la distancia de
eéste es proporcional al &ngulo girado. Una de sus propiedades mas curiosas es que la distancia

entre dos espiras se mantiene constante.

s

N

Si seguimos el mismo procedimiento con una cuerda enrollada en un cono, la espiral que resulta
es la espiral durea o de Durero (la famosa espiral logaritmica que hemaos encontrado a lo largo
del libro). En este caso, las espiras van creciendo en anchura, como puede observarse en el
dibujo exterior del caparazon de un caracol o de la concha del nautilus.

Una espiral proyectada en el espacio se convierte en una hélice. Las hélices pueden crecer al
girar, como vemos en los cuernas de algunos animales o en un simple sacacorchos, con lo que
tenemos hélices conoidales, pero también pueden mantener una anchura constante (come en
el caso de los muelles, las escaleras de caracol, las cintas que se enrolian o la doble hélice del

ADN), en lo que llamamaos hélices cilindricas.

Para empezar, se puede observar a simple vista en cualquier planta que las

hojas no crecen nunca una encima de otra. Si lo hicieran, se ocultarian unas a

otras el sol que necesitan, asi como la lluvia o el oxigeno. A priori parece simple-

mente 16gico, pero si lo pensamos un momento, se diria que revela una suerte de

conciencia. Lo mis sorprendente esti por llegar, pues un anilisis mis detallado

de la disposicién de las hojas en la planta revelari siempre un patrén, es decir,

una organizacién.
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JOHANNES KEPLER (1571-1630)

El astrénomo aleman Johannes Kepler fue partidario desde muy

joven de la teorfa heliocéntrica del movimiento planetario,
de su colega polaco Copérnico, que establecia gue los
planetas giran alrededor del sol. La doctrina oficial
seguia defendiendo de manera inamovible que la
Tierra era el centro del universo, y sostener o con-
trario causaba polémica, y podia llevar a la carcel.

En un principio, Kepler se adscribid sin reservas
al concepto pitagérico donde todo se rige por el
ntimero. Creyd encontrar un modelo cosmoldgico
basado en los cinco sélidos platénicos (los cinco Gnicos
poliedros regulares posibles), con los que intentaba dar una
respuesta geométrica a los intervalos entre las orbitas de los seis

planetas entonces conocidos. Lo presenté en su primera obra, Mysterium cosmographicum (El
misterio cosmografico), de 1596. Kepler trataba de explicar la armonia del mundo siguiendo el
concepto griego, y «armonizar» en griego quiere decir «encajars.

El modelo es descrito de la siguiente forma: «la esfera de la Tierra es la medida de todas las
érbitas. Circunscriba un dodecaedro a su alrededor. La esfera que lo rodea es la 6rbita de Marte.
Circunscriba un tetraedro alrededor de Marte. La esfera que lo rodea es Japiter, Circunscriba un
cubo alrededor de lipiter. La esfera que lo rodea serd la de Saturno. Ahora inscriba un icosaedro
en la érbita de I Tierra. La esfera inscrita es la orbita de Venus. Inscriba un octaedro dentro de
Venus. La esfera inscrita en él es la de Mercurio.

Con esta construccion, el aleman logr6 un hermoso y arménico modelo que encaja con las
observaciones y calculos de su época con escasos errores; pero no tiene nada que ver con la

realidad, como &l mismo tuyo que reconocer poco después,

Los pensadores de la Grecia clasica ya advirtieron algunas de estas propiedades, pero
seria Leonardo el primero en desentraiiar las claves de la disposicion. El genio se dio
cuenta de que las ‘hgjas se colocaban siguiendo espirales a lo largo del tallo en grupos
de cinco, lo que ‘indica que el angulo de giro de las hojas tiene que ver con maltiplos

de 1/5. Un poco mis tarde, Kepler observd que el pentigono tenia una presencia im-

portante en las flores, que a menudo tienen cinco pétalos, o en las frutas, cuyas semillas

a menudo se distribuyen formando un pentigono estrellado, como la manzana.
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La filotaxis y las matemaiticas comienzan a aproximarse en el siglo xix, de ma-
nos del naturalista aleman Karl Schimper (1803-1867) y el cristalégrafo francés
Auguste Bravais (1811-1863). Ambos advirtieron la presencia de niimeros conse-
cutivos de la sucesion de Fibonacci en las pifias. En sus estudios desarrollaron la re-
gla general de los factores de la filotaxis, que podian ser expresados como cocientes
de los nimeros de Fibonacci.

A partir de entonces, la sucesién de Fibonacci y la botinica quedaron uni-
das. En 1968 el matemitico norteamericano Alfred Brosseau hizo un estudio con
4.290 pifias de diez especies diferentes de pinos de California y pudo comprobar
que, con la insignificante excepcién de 74, todas las demis seguian la sucesion de
Fibonacci, lo que supone una coincidencia del 98,3%. Como suele suceder, pasado
el tiempo suficiente, la comunidad cientifica tuvo otro ataque de escepticismo y
repitid el estudio en 1992, El botinico canadiense Roger V. Jean amplié el estudio
a 12.750 observaciones de 650 especies diferentes. La sucesién de Fibonacci apare-
ci6 en el 92% de los casos.

Las hojas de la mayoria de las plantas de tallo alto parten de este Gltimo siguiendo
una espiral, y cumplen la ley de divergencia, que establece que, para cada especie de
planta, el angulo que forman dos hojas consecutivas es constante y se llama dngulo de
divergencia. Este angulo se expresa en grados, como una fraccién en la que el nume-
rador es el nimero de vueltas alrededor del tallo desde una hoja a la siguiente, y el
denominador, el nimero de hojas que se encuentran en ese recorrido.

La serie de Schimper-Braun, formada por los cocientes entre uno de los térmi-

nos de Fibonacci y el de dos lugares mis adelante: a /4, nos da una clasificacién

El ndmero de espirales (8, 13) en cada uno de los dos sentidos de giro
de esta pifia son términos contiguos de la sucesion de Fibonacci.
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de muchas especies segin su dngulo de divergencia. Si recordamos que el cociente
entre dos términos consecutivos, 4,,, /a , tiende a ®, tendremos que la serie ante-
rior tenderd a 1/®2. El razonamiento matematico seria mis o menos asi:

LI an _an+l —)]Hl'l an _an+l=1irn " '].iITI. n+1=

dn+2 au+1 a e an+l an+z e arH—l e,

n+2

La pregunta realmente dificil de contestar es: ;como «aben» las plantas que
deben posicionar sus hojas siguiendo el modelo de la sucesién de Fibonacci? Pues
bien, el crecimiento de las plantas se da en la punta del tallo, que tiene forma cé-
nica. Las hojas que crecen primero y estin mis abajo tienden a estar alejadas del
tallo de forma radial cuando se ve la planta desde arriba, porque alli el tallo es mis
grueso. Bravais descubrié que las nuevas hojas avanzan rotando el mismo angulo,

aproximadamente 137,5°. Si calculamos

136
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(los 360° que corresponden a una vuelta completa por el limite al que converge la

sucesidn anterior), se obtiene justamente 137,5°, que a veces se llama dngulo dureo.
Trabajando en sentido inverso, desde las matemiticas hacia la botanica, un equi-

po de cientificos liderado por N. Rivier descubrié en 1984 que, utilizando un

S
D

Las hojas adyacentes del tallo de un girasol

se disponen con una distancia angular de
aproximadamente 137,5° entre si, es decir,
cada una rota 137,5° con respecto a la anterior.
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algoritmo matematico con un ingulo de crecimiento igual al 4ngulo dureo, se ob-
tienen estructuras similares a girasoles reales. Su conclusion fue interesante: son los
propios requerimientos de homogeneidad y autosimilitud los que limitan de ma-
nera dréstica las estructuras posibles, lo que podria explicar la frecuente aparicién
de los nameros de Fibonacci y de la razon aurea en la filotaxis. Otros experimentos
con campos magnéticos también muestran configuraciones con espirales dureas.
En esta reparticion de semillas virtual generada por ordenador, se observa con
claridad la emergencia de un gran nimero de espirales de distinta curvatura. El
nimero de espirales de longitud similar en uno y otro sentido suelen ser términos

sucesivos de la sucesion de Fibonacci.

Asi se corrobor6 el clasico experimento de 1907 del matematico alemin Gerrit
van Iterson, quien amontond puntos sucesivos separados por 137.5° en espirales y
mostrd que el ojo humano observa una familia de patrones espirales a favor y en
contra de las agujas del reloj. El niimero de espirales en las dos familias tienden a
ser nameros de Fibonacci consecutivos. El girasol es la muestra mis espectacular
y mejor conocida de este fenémeno. Cuando se mira un girasol, se ven espirales a
favor y en contra de las agujas del reloj, formadas por las semillas (las pipas de gi-
rasol); las cantidades de cada una de ellas son también términos consecutivos de la
sucesién de Fibonacci. Los mis frecuentes son los pares 21-34, 34- 55 y 89-144.
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¢Es todo ello una caracteristica necesaria del crecimiento o sélo una fascinante

tendencia generalizada?
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Esta flor del girasol presenta un par de 21 y 34 espirales de sentido contrario.

Similar a las hojas es lo sucedido con las ramas de un arbol, que tampoco nacen
amontonadas, sino de nuevo en espirales. El tamafio de un irbol va variando a lo
largo de su vida, pero su aspecto exterior es el mismo; se mantienen las proporcio-
nes entre su altura y la longitud de sus ramas, asi como sus formas relativas. Gracias
a ello se pueden distinguir en la distancia unas especies de otras sin tener que estu-

diar con detenimiento sus hojas o su corteza.
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El botén de pilata (Achillea ptarmica) es una de las muchas plantas cuya disposicion
de ramas y hojas sigue la pauta de la sucesién de Fibonacci.
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Flores y pétalos

El ntimero de pétalos de muchas flores suele ser
también alguno de los términos de la sucesién
de Fibonacci, como en el caso de la lila (3), el
raniinculo (5), la espuela (8), la caléndula (13) o
el aster (21). Los diferentes tipos de margaritas
tienen distintos nimeros de pétalos, pero siem-
pre son niimeros de Fibonacci (21, 34, 55, 89).
Un lugar comtin en las historias de amor es
la pregunta a la margarita, pétalo a pétalo: ;Me
quiere o no me quiere? Podria parecer que un
matematico enamorado puede jugar con ven-

El numero de los pétalos de la margarita
es siempre un numero de la sucesion
de Fibonacci; en este caso, 21.

taja a la hora de deshojar la margarita, pero no es asi. Por suerte, la naturaleza y las su-

cesiones de Fibonacci siguen dejando espacio para el azar y la incognita se mantiene

intacta; aunque el nimero de hojas de la margarita sea un término de Fibonacci, en la

sucesion hay valores pares e impares y no podemos saber cuantas hojas va a tener una

margarita cualquiera. La pregunta romantica seguiri siempre teniendo una respuesta

imprevisible.

Como ocurre en la arquitectura, a veces la presencia de la proporcién aurea en

las formas y dimensiones vegetales puede parecer mis forzada que natural, pero los

casos rigurosamente documentados no sélo son sorprendentes, sino muy sugerentes

y hermosos.

e

El olmo de montadia (Ulmus glabra) y al lado /a frecuente higuera (Ficus carica).
Obsérvense las proporciones dureas de sus hojas.
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El nautilus

La espiral equiangular o durea da forma a los caracoles, y quiza su ejemplo mis ex-
traordinario es el nautilus o nautilo (Nautilus pompilius). La estructura de su interior
se construye afadiendo cimaras de mayor tamaro cada vez pero siempre conser-
vando la forma. Sobre cada parte de la concha que permanece se afiade otra nueva,
exactamente igual, pero mas grande.

En la estructura espiral del nautilo in-
fluyen también los movimientos de tur-
bulencia con velocidad de expansiéon
creciente, que podemos observar en los
remolinos de los rios o en un liquido que
se va por el desagiie. A gran escala, ésa es
la disposicién de las galaxias.

En la naturaleza aparecen otros tipos
de espirales, c?gl,_g‘_la que forma un gu-

sano al enrollarse, en que la espira es de
anchura constante. Se trata de una espiral

. R También hay en la naturaleza estructuras
de Arquimedes, qug en realidad no tiene p , {es de la pentagonal,

relacién con ®. como las estrellas de mar.
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Los fractales y el nimero aureo

En el primer capitulo vimos dos expresiones de @, la primera, como fraccién con-

tinua, y la segunda, como raiz de otras raices:

1 -
®=1+————=[1111..]= (1] )
+———
A
1+——
1+..

¢=J1+¢1+¢1+JE 2

Si continuamos desarrollando cualquiera de los dos casos, conseguiremos sub-

divisiones de las subdivisiones, raices de las raices, en un descenso infinitesimal.
Cuando nos cansemos de hacerlo, podemos echar un vistazo al Gltimo término,
COmO s1 MIraramos por un microscopio, y nos encontraremos siempre, por muy
profundo que hayamos creido cavar, con que la expresion sigue siendo la misma.
Este complicado ejercicio mental es la puerta que nos abre el mundo de los fracta-
les, desde el universo de ®.

El concepto de fractal aparecio en 1975 con
la publicacion de un ensayo titulado Los objetos
Sractales: forma, azar y dimensién del francés de
origen polaco Benoit Mandelbrot (n. 1924).
En la introduccidn, el autor explica que ha in-
ventado los neologismos sinénimos objeto fractal
y fractal a partir del adjetivo latino fractus. Siete
anos mas tarde, en La geometria fractal de la na-
turaleza, Mandelbrot redefine su objeto como
«un conjunto cuya dimensién de Hausdorff-
Besicovitch es estrictamente mayor que su di-
mensién topoldgicar, lo que nos disponemos,
s no a aclarar, al menos a intentar explicar.

Recordemos que los objetos geométri-
cos «clasicos» tienen dimensiones enteras: el

punto tiene 0 dimensiones, la recta tiene 1,

Benoit Mandelbrot, matematico
que desarrolld el concepto de fractal. el plano tiene 2 y el espacio tiene 3. La di-
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mension fractal, en cambio, es una dimensién decimal. Al estar situada entre dos
nlimeros enteros, los fractales no se pueden tratar como un volumen y un irea
«normales». Tener una dimensién no entera es perfectamente posible en el reino
fractal. Un fractal con dimensién mayor que 1 y menor que 2 es una superficie
no delimitada por una curva o un conjunto de rectas, pero que no llega a ser un
plano (su perimetro es infinito y no tiene derivada en ningiin punto).

Eso le pasa a la curva de Koch, que se puede construir mediante un proceso
geométrico iterado, como veremos a continuacién. Si la dimensién fractal estd en-
tre 0 y 1, como en el lamado conjunto de Cantor, es un grupo de puntos alineados
que no llegan a constituir una recta, pese a ser infinitos y a estar infinitamente
proximos entre si. Una curiosa paradoja geométrica, en efecto.

Una de las caracteristicas de los fractales es la autosimilitud; es decir, que man-
tienen la misma figura al aumentar o reducir la escala. Los miremos de mas cerca
o de mis lejos, en general o en detalle, la imagen que veremos sera siempre la

misma.

El fractal llamado «copo de nieve»

La curva o fractal de Koch es llamada «copo de nieve» porque es una estilizacidon
de la forma de estos objetos. Es una de las primeras figuras fractales, que definié en
1906 el matematico sueco Helge von Koch (1870-1924), antes de la formalizacién
del concepto y del nombre que las ha acabado popularizando. Veamos cémo se
forma y cuiles son sus propiedades.

Partiendo de un tridngulo equilitero, dividimos cada lado en tres partes igua-
les. A continuacidn, eliminamos la parte central de cada lado y dibujamos hacia

afuera un tridngulo equilitero de lado igual al segmento que hemos eliminado.

AVAVEN I
N /N

Continuamos el proceso en cada uno de los triangulos equilateros cada vez mas

pequeiios que van apareciendo. El proceso es cada vez mis dificil de realizar con
lapiz y papel, pero un ordenador puede hacerlo con facilidad.
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Asi obtenemos una hermosa estilizacién de un copo de nieve, del que imigenes
tomadas con microscopio muestran que tiene una estructura hexagonal.

Vamos a intentar calcular la longitud y el drea de esta curva. En cada uno de los
pasos, cambiamos un segmento de longitud 3 (de 3 segmentos) por otro de longi-
tud 4 (de 4 segmentos).

Luego, en cada iteracién multiplicamos la longitud inicial por 4/3. Asi, si la
longitud inicial del tridngulo equilitero era L, en la iteracion # la longitud de la

" 3

iComo 4/3 es mayor que 1, ésta puede hacerse tan grande como queramos! Dicho

curva sera

en términos mis matematicos, la longitud de la curva de Koch, L, tiende a infini-
to: basta con continuar las iteraciones para que aumente tanto como deseemos.

Veamos qué pasa con el drea. Supongamos que el tridngulo inicial es de area
A=1.
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Si lo dividimos en tridngulos de lado la tercera parte, tenemos 9 tridngulos de
menor tamafio a los que afadimos 3 en la primera iteracion, es decir 1/3 del area
inicial. Por tanto, se tiene 4, =1+1/3=4/3.

En cada una de las puntas de la estrella T,,, anadimos en las iteraciones siguientes

4 triangulitos T,, es decir, 4/9 del area de esas puntas, que son la tercera parte del

total del drea A, es decir, sumamos 41

9 3

\/

T

<>
< DN

Por el mismo razonamiento, en cada una de las siguientes iteraciones afiadimos

4/9 del area de las puntas, por lo que en total tenemos como area

2 3
1 1 1 1
A=tei il fay 1 ey 1,
3 93 19) 3 1\9) 3
Esta expresion se puede sumar sacando factor comin y sumando el paréntesis
como una progresion geométrica indefinida:

4 (4Y (4

3
JFEECTUL I T AN ) Y ) U EIPRL S
3. 9 (9) 9 3,4 003
9
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Es decir, después de un ntimero infinito de iteraciones, tenemos una curva de
longitud infinita que rodea una superficie finita, puesto que es sdlo 1,6 veces el
irea del tridngulo original.

La dimensidn de este «copo de nieve» esti comprendida entre 1 y 2. Recorde-
mos nuestro primer paso: hemos saltado de un segmento de longitud 3 a uno de
4. Si nos quedamos en la recta, tiene dimensidn 1, porque 3'=3.Si hiciéramos un
cuadrado de lado 3, tendria un irea 9, porque se cumple que 32 =9 vy la superficie
tiene dimensién 2. Como nosotros pasamos a longitud 4, tenemos que encontrar
un nimero d, la dimensién, tal que 3¢ =4. Para encontrarlo, debemos invocar a los

logaritmos.
log4
log3

d= =1,2619.

Como vemos, la dimensidn es fraccionaria, fractus, en el latin resucitado por
Mandelbrot. De ahi, el nombre de fractal.

Existe una variacion de esta curva que nos es muy familiar: el anticopo de nieve
de Koch. Se define de forma similar al copo, pero las iteraciones se dirigen hacia el
interior de la figura. El primer paso fue utilizado para el logotipo de una marca de

automoviles japonesa.

Pero los fractales son mucho mis que un curioso artefacto matematico: la na-
turaleza es, en Gltimo término, fractal. Para certificarlo, no debemos hacer mas que
fijarnos en los arboles: las pautas de crecimiento de sus ramas pueden modelizarse
mediante fractales con asombrosa exactitud. Hay muchos modelos fractales de ar-
boles que se van ramificando en cada nudo siempre en un determinado ingulo,
para formar ramas cuya longitud sea la de la rama anterior multiplicada por un
factor f. Segun el valor de ese factor, las ramas pueden llegar a solaparse, es decir, si-
tuarse unas encima de otras. Ese es un problema que hay que resolver, si queremos
construir sistemas eficientes o modelos de la realidad. Para evitarlo, es conveniente
saber cual es el limite del factor f. Los estudios demuestran que tiene que ver con
®, porque debe cumplirse que f=1/®.
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Si en vez de iniciar el arbol con rectas, lo hacemos a partir de una figura, un
triangulo equilatero, por ejemplo, al que le colocamos en cada vértice otro trian-
gulo equilitero cuyo lado sea igual al original, multiplicado por un factor f (en la
figura, f=1/2), para que no se solape, sino que sdlo se toquen las ramas, el valor

maximo también es f =1/,

El brécoli romanesco (Brassica oleracea) es el mas hermoso ejemplo de fractal na-
tural, porque su estructura se ve con claridad, sin necesidad de calculos ni féormulas
matematicas. Si cortamos un trozo cualquiera, su forma es siempre la misma que el
total. Certificamos su relacién con @ al contar las espirales que lo forman en cual-
quiera de los dos sentidos. Veremos que son dos términos consecutivos de la suce-
sion de Fibonacci: las espirales hacia la derecha son 8 y hacia la izquierda son 13.

Las espirales que se forman en el brocoli romanesco son términos de la sucesion
de Fibonacci tanto hacia la derecha como hacia la izquierda.
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Final de trayecto

El mundo de los fractales es profundo y complejo; no hemos hecho mas que suge-
rirlo. Las manifestaciones de @ en la dimension fractal continian mucho mis alla,
hacia terrenos insospechados. Lo que nos interesa de su relacion es que nos permite
constatar que un namero anciano y venerable, que empez6 su andadura matemati-
ca hace mis de veinte siglos, puede conectar perfectamente con los conocimientos
matemiticos de vanguardia. El nimero @ no es una antigualla que arrumbar en el
baul de los recuerdos, contintia con vida renovada e imparable.

Aqui acaba nuestro viaje, con la esperanza de que haya sido mais parecido al de
un viajero, que se toma su tiempo al margen del camino si el paisaje lo merece, que
al de un turista, al que sélo le interesa el destino. Hemos hecho varios altos en los
campos mas diversos: la pintura, la arquitectura, la astronomia, el disefio, la propia
naturaleza... Pero también hemos procurado alumbrar la ruta, para avanzar con
paso firme.

Acabamos de entrar en un territorio de grandes horizontes. S6lo hemos aprendido
coémo recorrerlo, pero queda mucho por descubrir. Sirva este apunte como ejemplo
de las maravillas matematicas que aguardan a los intrépidos. En la pagina web de la
Western Washington University encontraremos 10.000 decimales de ®. Si busca-
mos en ellos, tropezaremos con toda seguridad con nuestra fecha de nacimiento,
pero también con la matricula de nuestro coche. En realidad, podemos encontrar

cualquier tipo de secuencia numérica que podamos imaginar.
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Anexo

Textos originales

Capitulo V de La divina proporcion de Luca Pacioli

En el quinto capitulo de De divina proportione, Pacioli da las cinco razones por las
que considera conveniente llamar de tal manera, «La divina proporcidén», a la re-
lacién entre los segmentos resultantes de la media y extrema razén. En el texto se
mezclan razones filosoficas, teoldgicas y matematicas.

Del titulo que conviene al presente tratado o compendio

Paréceme, Excelso Duque [de Milan], que el titulo conveniente a nuestro tratado ha de ser de
La Divina Proporcion, y ello por gran cantidad de correspondencias semejantes que encuentro
en nuestra proporcion, de la que tratamos en este nuestro muy ttil discurso, que corresponden

a Dios mismo. Para nuestro propdsito serd suficiente considerar cuatro de ellas, entre otras.

La primera es que ella es una sola y no mds, y no es posible asignarle otras clases ni di-

Serencias.Y dicha unidad es el epiteto supremo de Dios mismo, segiin toda la escuela teoldgica
y también filosdfica.

La segunda es la de la Santa Trinidad, es decir, que, asi como in divinis hay una misma
sustancia entre tres personas, Padre, Hijo y Espiritu Santo, de igual manera una misma pro-

porcidn se encontrard siempre entre tres términos, y nunca mds o menos, como se verd.

La tercera es que, asi como Dios no puede propiamente definirse ni darse a entender a
nosotros mediante palabras, nuestra proporcion no puede nunca determinarse con un nyimero
inteligible ni expresarse mediante cantidad racional alguna, sino que siempre es oculta y secre-

ta y es llamqgdaisacional por los matematicos.

La cuarta consiste en que, asi como Dios no puede cambiar nunca y esta todo El en
todo y todo en todas partes, de igual manera nuestra proporcion es siempre, en toda cantidad
continua y discreta, grande o pequefia, la misma y siempre invariable, y de ninguna manera
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puede cambiar ni de otro modo puede aprehenderla el intelecto, como demostrard nuestra

explicacion.

La guinta correspondencia se puede afiadir no sin raz6n a las cuatro anteriores: asi como
Dios confiere el Ser a la virtud celeste, por otro nombre llamada quinta esencia, y mediante
ella a los otros cuerpos simples, los cuatro elementos, tierra, agua, aire y fuego, y a través de és-
tos da el ser a cada una de las otras cosas de la naturaleza, igualmente nuestra santa propor-
cion confiere el ser formal, segiin el antiguo Platon en su Timeo, al cielo mismo, atribuyéndole
la figura del cuerpo llamado dodecaedro, o cuerpo de doce pentdgonos, el cual, como se demos-
trard mds abajo, no puede formarse sin nuestra proporcion.Y, del mismo modo, asigna una
Jforma propia, diferenciada, a cada uno de los elementos: al fuego la figura piramidal llamada
tetraedro, a la tierra la ciibica llamada hexaedro, al aire la figura llamada octaedro y al agua
la conocida como icosaedro.Y segiin los sabios, todos los cuerpos regulares estan ocupados por
esas _formas y figuras, como se explicard més abajo acerca de cada uno de ellos. Mediante éstos,
nuestra proporcion da forma a otros infinitos cuerpos llamados dependientes.Y no es posible
proporcionar entre si estos cinco cuerpos regulares ni se entiende que puedan circunscribirse a
la esfera sin nuestra proporcién. Aunque se podrian afiadir otras correspondencias, baste con

sefialar éstas para la denominacién adecuada del presente compendio.

Presentacion de La divina proporcion de Luca Pacioli

El siguiente fragmento presenta los dos capitulos consecutivos que exponen la di-
vina proporcidn en la obra de Pacioli. En el capitulo VII se describe perfectamente
cO6mo reconocer una proporcidon aurea, y en el VIII como calcularla.

Se ha conservado el texto casi tal como fue escrito, lo que acarrea a un lector mo-
derno ciertos inconvenientes. El principal es que la forma de expresién resulta hoy en
dia demasiado discursiva. Conocimientos elementales en la actualidad, que se ensefian
en la escuela primaria, como la igualdad de fracciones, requiere de Pacioli penosos
esfuerzos explicativos y el uso frecuente del concepto y la palabra proporcién. En
tiempos de Pacioli, rondando el afio 1500, la notacién matematica estaba todavia muy
poco desarrollada y el concepto de formula era desconocido. Se puede observar en el
texto la dificultad que todavia entrafia en la época del autor expresar
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solo con palabras, sin utilizar simbolos.
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No obstante, si la lectura de este texto vale la pena, no es solo por su importan-
cia historica en relacion a la proporcién iurea, sino precisamente como instantinea
del estado de las matematicas en una época pasada, lo que enriquece la panorimica
de su evolucién. Desde ese punto de vista, las figuras del insigne italiano, de sus
contemporaneos, y alin mis de sus antecesores, adquieren todavia mayor dimensién
cuando se comprueba c6mo tenian que moverse por fuerza entre los limites fijados

por un lenguaje primitivo e inadecuado.

Capitulo VII

Del primer efecto de una linea dividida segiin nuestra proporcion

Cuando una linea recta se divide segin la proporcién que tiene el medio y los extremos, pues asi
llaman los sabios a nuestra exquisita proporcion, si a su parte mayor se agrega la mitad de toda
la linea dividida proporcionalmente asi, se seguird de manera necesaria que el cuadrado de su

conjunto siempre es quintuplo, es decir, cinco veces mayor, del cuadrado de dicha mitad del total.

Antes de seguir adelante, hay que aclarar cémo debe entenderse e incluirse dicha proporcion
entre las cantidades y como la llaman los mas sabios en sus obras. Pues digo que la llaman
proportio habens et duo extrema, es decir, proporcion que tiene el medio y dos extremos, que
es lo que ocurre a todo ternario, pues cualquiera que sea el ternario elegido, tendra siempre el
medio con sus dos extremos, pues nunca se entenderia el medio sin ellos. (...)

Como se entienden su medio y sus extremos

Entiendo como se designa nuestra proporcion con su nombre particular, queda por aclarar cémo
debe entenderse dicho medio y también los extremos en cualquier cantidad, y qué condiciones
deben cumplir para que se dé entre ellos la divina proporcién. Por eso, hay que saber que entre
términos de un mismo género siempre hay, por necesidad, dos habitudes, es decir, proporciones;
a saber, una entre el primer término y el segundo, otra entre el segundo y el tercero. Verbi gratia:
sean tres cantidades del mismo género, que de otra manera no se entiende que haya entre ellos
proporcién, sea ke primera a y sea 9 como niimero; la segunda sea by 6, la tercera c y 4.

Digo que entte ellas hay dos proporciones, una de a y b, es decir, del 9 con el 6, la cual,
entre las comunes,€n nuestra obra llamamos sesquidltera, y es cuando el término mayor con-

tiene al menor una vez y media, pues el 9 contiene al 6 y ademds al 3, que es la mitad de 6,
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y por esto se llama sesquidltera. (...) Sea, ademds, de la segunda, b, con la tercera, ¢, es decir,
del 6 con el 4, otra proporcion igualmente sesquidltera. De si éstas son similes o disimiles no
nos preocupamos ahora, pues nuestra intencién es sélo aclarar como entre tres términos de la
misma especie deben darse necesariamente dos proporciones. Digo que, de igual modo, nuestra
divina proporcién observa las mismas condiciones; es decir, que siempre entre sus tres términos,
el medio y los dos extremos, invariablemente contiene dos proporciones siempre de una misma
denominacion.Y esto, para las otras sean continuas o discontinuas, puede suceder de infinitos
modos, pues a veces entre sus tres términos serd duplo, otras veces triple, y sic in ceteris para
todas las especies comunes. Pero entre el medio y los extremos de esta proporcion nuestra no

es posible que haya variaciones, como se dird {...).

Por eso hay que saber, para reconocerla entre las cantidades que se presenten, que siempre
entre sus tres términos se la encuentra dispuesta en proporcionalidad continua, de este modo: que
el producto del menor extremo por la suma del menor y el medio es igual al cuadrado del medio,
y en consecuencia, dicha suma serd necesariamente su extremo mayor; y cuando se encuentren asi
ordenadas en tres cantidades de cualquier género, se dice que ellas estan segiin la proporcién que
tiene el medio y dos extremos; su extremo mayor es siempre la suma del menor y el medio, y po-
demos decir que dicho extremo mayor es toda la cantidad dividida en aquellas dos partes, es decir,
extremo menor y medio de ese conjunto de términos. Hay que notar por qué dicha proporcion no
puede ser racional, y por qué el extremo menor no puede nunca, con respecto al medio, denomi-
narse por niimero alguno, siendo racional el extremo mayor; pues siempre seran irracionales, como

abajo se dira claramente.Y esto, de la tercera manera, concuerda con Dios, ut supra..

Capitulo VIII

Cémo se entiende la cantidad dividida segin la proporcion
que tiene el medio y dos extremos.

Debemos saber que, considerandolo bien, esto de la divisién de una cantidad segiin la proporcién
que tiene el medio y dos extremos quiere decir: hacer de aquella cantidad dos partes desiguales
tales que el producto de la menor por toda esa cantidad indivisa sea cuanto al cuadrado de la par-
te mayor. Pero, puesto el caso de que resultara molesto dividir dicha cantidad segiin la proporcién
que tiene el medio y dos extremos, y se quisiera, en cambio, hacer dos partes tales que el producto
de una por toda dicha cantidad sea igual al cuadrado de la otra parte, quien entienda bien y sea
experto en el arte deberd reducir la proposicion a dicha cantidad sea igual al cuadrado de la otra
parte; debera reducir la proposicién a dicha proporcién nuestra, pues de otra manera no puede in-
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terpretarse. Asi, a quien se le dijera: “hazme de 10 dos partes tales que, multiplicada una por 10,
haga cuanto la otra multiplicada por si misma”, tratando este caso y otros semejantes, segiin las
indicaciones que hemos dado en la prictica especulativa llamada dlgebra, y almucabala por otro
nombre, y la regla que sobre este punto damos en dicha obra nuestra, encontrard como solucién
que una parte, es decir, la menor, es 15 menos raiz de 125 y la otra mayor es raiz de 125 menos
5.Y estas partes, asi descritas, son irracionales, y en el arte se llaman residuos, cuyas especies son
6.Y vulgarmente dichas partes se enuncian asi: la menor, 15 menos raiz de 125. Esto significa
que, tomada la raiz de 125, que es poco mds de 11,y sustraida de 15, quedara poco mds de 3,
o digamos, poco menos de 4.Y la mayor se enuncia: raiz de 125 menos 5; y quiere decir que,
tomada la raiz del 125, que es poco mds de 11, como se dijo, restandole 5, quedaria poco mds
de 6, o, digamos, poco menos de 7 para dicha parte mayor. Pero tales operaciones de multiplicar,
sumar, sustraer, dividir residuos, binomios y raices y todas las demds cantidades racionales e
irracionales, enteras y quebradas, en todos los modos, por haberlos demostrado cabalmente en la
citada obra nuestra, no me preocupa de repetirlas en este tratado, pues solo se trata de decir cosas

nuevas y no las ya dichas y reiteradas.

Dividida asi toda cantidad, tendretnos siempre tres términos ordenados en la proporcionalidad
continua segiin la cual uno es toda la cantidad asi dividida, es decir, el extremo mayor, como aqui,
en el caso propuesto, 10; el otro es la parte mayor, es decir, el medio, como la raiz de 125 menos
5; y el tercero, la menor, es decir, 15 menos raiz de 125. Entre éstos hay la misma proporcién, es
decir, del primero al segundo como del segundo al tercero, y asi a la inversa, del tercero al segundo
como del segundo al primero.Y tanto da multiplicar el menor, es decir, 15 menos raiz de 125, por
el mayor, que es 10, cuanto multiplicar el medio por si mismo, es decir, raiz de 125 menos 5, pues
tanto uno como otro producto da 150 menos raiz de 12.500, tal como busca nuestra proporcion.
Por esto se dice que 10 esta dividido segiin la proporcién que tiene el medio y dos extremos, y su
parte mayor es raiz de 125 menos 5, y la menor es 15 menos raiz de 125, siendo necesariamen-

te una y otra irracionales.Y esto es todo lo que se refiere a la cantidad asi dividida.

Elementos de Geometria, de Euclides

El Libro Sexto de los Elementos, de Euclides, contiene la teoria eudoxiana de la propo-
sicion a la gepmesria plata. En él se establecen los teoremas de los tridngulos semejan-
tes y las construcciones de la tercera, la cuarta y la media proporcional. Es la primera
aparicion matematica documentada de la proporcién durea. Podemos encontrarla en
la definicién 3 emrsu expresién mis clasica, como proporcién entre «media y extrema

razén», y en la proposicion 30, donde se da un ejemplo de aplicacion.
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Libro Sexto

Definiciones
3. Se dice que una recta ha sido cortada en extrema y media razén cuando la recta entera es

al segmento mayor como el segmento mayor es al segmento menor.

Proposiciones
Proposicién 30. Dividir una recta finita dada en extrema y media razén.
Sea AB la recta finita dada.

Asi pues, hay que dividir la recta AB en extrema y media razén.

Constrityase a partir de AB el cuadrado BC y apliquese a AC el paralelogramo CD
igual a BC y que exceda en la figura AD semejante a BC.

C F H

Abhora bien, BC es un cuadrado; entonces AD es también un cuadrado.Y como BC
es igual a CD, quitese de ambos CE; entonces el paralelogramo restante BF es igual al
paralelogramo restante AD. Pero son también equidngulos; entonces los lados que compren-
den los angulos iguales de los paralelogramos BF, AD son inversamente proporcionales;
entonces, como FE es a ED, asi AE a EB. Pero FE es igual a AB y ED a AE. Por tanto,
como BA es a AE, asi AE a EB. Pero AB es mayor que AE; asi pues, AE es también
mayor que EB.
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De esta manera, se ha dividido la recta AB en extrema y media razén por E y su seg-
mento mayor es AE.

Aunque el Libro Sexto es el mis conocido en su referencia a la proporcién
durea, Euclides la hace aparecer ya en la proposicién 11 del Libro Segundo, que
pretende resolver de manera geométrica la ecuacién a (@ — x) = x° Bisicamente,
esta proposicion es la misma que la proposicién 30 del Libro Sexto, y su tnica di-
ferencia es la terminologia. Se podria decir que la 11 (II) es la primera proposicion
donde aparece la proporcidén urea, pero el autor parece querer reservar esas cues-
tiones para mas tarde. En este punto, las oculta bajo un problema de rectingulos.
De todas maneras, con ello demuestra también que cualquier problema sobre pro-
porciones entre lineas se puede convertir en un problema de ireas de rectingulos.

Libro Segundo

Proposicion 11. Dividir una recta dada de manera que el rectangulo comprendido por la recta
entera y uno de los segmentos sea igual al cuadrado del segmento restante.

Sea AB la recta dada.

Asi pues, hay que dividir AB de modo que el rectangulo comprendido por la recta entera
y uno de los segmentos sea igual al cuadrado del segmento restante.
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Pues consirﬁyase a partir de AB el cuadrado ABDC y dividase en dos AC por el punto
E y tracese BE y prolénguese CA hasta F y hdgase EF igual a BE, y constrilyase a partir
de AF el cuadrado FH, y prolénguese GH hasta K.

Pues como la recta AC ha sido dividida en dos por el punto E y se le ha afiadido FA,
entonces el rectangulo comprendido por CE FA junto con el cuadrado de AE es igual al
cuadrado de EF: Pero EF es igual a EB; por tanto, el rectangulo comprendido por CE FA
junto con el cuadrado de AE es igual al cuadrado de EB. Pero los cuadrados de BA, AE
son iguales al cuadrado de EB, porque el angulo correspondiente a A es recto; por tanto, el
rectangulo comprendido por CE FA junto con el cuadrado de AE es igual a los cuadrados de
BA, AE. Quitese de ambos el cuadrado de AE; entonces el rectdngulo restante comprendido
por CE FA es igual al cuadrado de AB. Ahora bien, el rectangulo comprendido por CE FA
es FK: porque AF es igual a FG; pero el cuadrado de AB es AD; por tanto, FK es igual a
AD. Quitese de ambos AK; entonces el cuadrado restante FH es igual a HA.Y HA es el
rectangulo comprendido por AB, BH: porque AB es igual a BD; pero FH es el cuadrado de
AH; por tanto, el rectangulo comprendido por AB, BH es igual al cuadrado de HA.

De esta manera, la recta dada AB ha sido dividida en H de modo que hace el rectangulo

comprendido por AB, BH igual al cuadrado de HA.

Fibonacci y el Liber abaci

El Liber abaci, de Leonardo Pisano, llamado Fibonacci, era un libro de un volumen
enorme, repleto de interesantes problemas basados en la aritmética y el algebra que
su autor habia aprendido en sus viajes. La intencién de Fibonacci era demostrar
la utilidad del sistema decimal indoaribigo v sus numerales y favorecer su intro-
duccién en Europa. El primer parrafo de la obra supone la entrada en escena por
primera vez en la historia de Occidente de los niimeros tal y como se conocen hoy

en dia en todo el mundo.
Los nueve nitmeros indios son: 98 765432 1.
Con estos nueve niimeros, y con el signo cero, que los drabes llaman zephyr, puede
escribirse cualquier otro nitmero, como se demostrard mas abajo. Un niimero es una

suma de unidades, y a través de la adicién de ellas, el niimero puede aumentar sin
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fin. Primero aparecen estos niimeros, que van del uno al diez. Después, de las decenas

se construyen los niimeros que van del diez hasta el cien. Después, de las centenas se

construyen esos niimeros que van del cien al mil...'Y de esa manera, en una secuencia

de pasos sin final, cualquier ntimero se construye uniendo los niimeros precedentes.

El primer lugar en la escritura de los niimeros estd a la derecha. El segundo sigue al

primero a la izquierda.

Como vemos, Fibonacci denominaba «indios» a los numerales indoarabigos. No

obstante, los escribia de izquierda a derecha, siguiendo el sentido de la escritura

arabe. La revolucién que suponian estos numerales no era una cuestién meramente

prictica. Con ellos, Fibonacci importaba un concepto muy poderoso, el cero. Como

vemos, los drabes denominaban el cero con la palabra que acabaria significando

«cifran: zephyr.

En el capitulo XII de la misma obra aparece el problema que daria la gloria a

Leonardo Pisano: el problema de la regeneracién de conejos. A continuacién se

muestra el texto original, con las anotaciones al margen que incluia.

Principio, 1

Primer mes, 2

Segundo, 3

Tercero, 5
Cuarto, 8

Quintg, 13-

Sexto, 21
Séptimo 34~

Cierto hombre tenia una pareja de conejos juntos en un cercado,
y queria saber cudntos conejos podian nacer de ella en un afio, ya que,
por su naturaleza, los conejos pueden alumbrar una pareja al mes, y

cada nueva pareja puede ya alumbrar al mes siguiente.

Cuando la primera pareja alumbra en el primer mes, el hombre
dobla sus conejos; habrd 2 parejas en un mes.

Una de ellas, la que fue la primera, alumbra en el segundo mes,
y asi, en el segundo mes hay ya 3 parejas; de éstas, en un mes, dos
estan prefiadas, por lo que en el tercer mes, nacen dos parejas de co-
nejos, y asi hay 5 parejas en ese mes; tres parejas estan prefiadas en
el cuarto mes, por lo que hay 8 parejas en el mes cuarto, de las cuales,
cinco parejas alumbran otras cinco parejas; éstas se afiaden a las ocho
anteriores sumando 13 parejas en el quinto mes; esas cinco parejas
que han nacido este mes no se aparean, pero otras ocho parejas estan
prefiadas, ast hay 21 parejas en el sexto mes; a ellas hay que afiadir
las trece parejas que nacen en el séptimo mes, ast que habrd 34 parejas

en este mes; a ellas habrd que sumar las veintiuna parejas que nacen
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Octavo, 55  en el octavo mes, llegando a 55 parejas en ese mes; habra que afiadirles
treinta y cuatro parejas que nacen en el noveno mes y tendremos ya

Noveno, 89 89 parejas en ese mes; a ésas, se afiaden otra vez las cincuenta y cinco
Décimo, 144 parejas nacidas en el décimo mes y ya habran 144 parejas en ese mes;
se sumaran a ellas una vez mds las ochenta y nueve parejas nacidas

Undécimo, 233 en el mes undécimo, con lo que se habrd conseguido tener 233 parejas
en ese mes. A ésas todavia se le afiadiran las dento cuarenta y cuatro

parejas que han nacido en el dltimo mes. Al final de todo un afio la

Duodécimo, 377  pareja con que comenzamos habra generado 377 parejas.

Se puede observar en el margen de qué manera hemos operado: hemos afiadido el primer
niimero al segundo, es decir, el 1 al 2, y el segundo al tercero y el tercero al cuarto y el cuarto
al quinto, y asi uno tras otro hasta que afiadimos el décimo al undécimo, es decir el 144 al
233, y conseguimos la cantidad de conejos arriba expuesta, es decir 377, que se puede seguir

aumentando durante una cantidad de meses sin fin.

La serie de nimeros que presenta este problema y la proporcién en que aumentan
serian conocidos posteriormente como «la sucesion de Fibonaccir, aunque su autor
nunca supo que llevarian su nombre, puesto que no lo adquiri6 hasta muchos siglos
después. De hecho, el propio Kepler menciona sus nimeros en una publicacién de
1611 describiendo sus proporciones de manera complicada: «como 5 es a 8,8 es a
13,13 es a 21».

Mas de cien afios mas tarde, Jacques Binet (1786-1856) desarroll6 una fé6rmula
para hallar cualquier ntimero de la sucesién de Fibonacci dada su posicién en la
secuencia. Con la formula de Binet se puede encontrar, por ejemplo, el nimero 118
de la sucesion de Fibonacci sin necesidad de calcular los anteriores. El desarrollo
para llegar a la férmula de Binet es bastante complejo, por eso se presentard con
brevedad y entonces se mostrara un ejemplo de su efectividad.

Queda claro que la definicién de la sucesién de Fibonacci es recurrente, es
decir, que se necesitan calcular varios términos anteriores para encontrar con
un término especifico. Si los nimeros de Fibonacci quedan definidos por las
ecuaciones

E =0

0
E =1

1

F=F +F ,6 paan=27345..
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estas ecuaciones definen la relacién de recurrencia

E F _—F =0.

n+2 n+1 "

El lector interesado puede recurrir al texto general del libro, donde se le conducird
paso a paso al cociente F  /F, y asu valor en el limite, llamado ¢ o seccién durea.
También alli encontrari la expresion

1445

2

¢

que es base de muchos cilculos aritméticos posteriores. Binet llegd a la féormula

e

de un modo bastante laborioso, que no reproduciremos aqui.

1 L
Sustituyendo el valor de ¢ en [¢“ —(——] :|se consigue la férmula en términos
de niimeros reales. ¢

n

FLSFH)] [1+2\/§J"_ IJngi _

_1 (1+ 5]"_[1—\/5 |
51| 2 2
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