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¿Puede la belleza expresarse en términos matemáticos? Desde
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en el arte y la naturaleza, hasta el punto de merecer el apelativo
de "divina". La encontramos en la sonrisa de La Gioconda,
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Prefacio

Ahora más que nunca el mundo en el que vivimos se levanta sobre los números.al-
gunos de los cuales tienen incluso nombre propio: el número pi ('n),el número e .

De todo el conjunto de números notables hay uno especialmente interesant

1,6180339887... Resulta curioso saber que esta modesta cifra ha fascinado a lo
largo de la historia a muchas mas mentes brillantes que pi y e. Durante siglos ha
recibido denominaciones de lo más llamativas:número de oro.proporción trascen—

dental, número divino, divina proporción,etc. El número de oro, que se representa

con la letra griega ¡? (phi), habita un territorio de relaciones y propiedades numér

ricas increibles, pero también de conexiones insospechadas entre la naturaleza y las

creaciones humanas. Este libro pretende ser una guia de viaje al pais del número

divino, donde descubrir sus bellezas y saber cómo apreciarlas.
El volumen arranca con un repaso a las multiples perspectivas del número de

oro en la ciencia y el arte de todas las épocas, asi como al papel que desempeña en

la morfología de animales y plantas. Una vez conseguida cierta familiaridad con la

divina proporción estaremos preparados para zambullirnos en sus peculiaridades
numéricas y en su apasionante génesis.Viajaremos de las páginas de los Elementºs

de Euclides11mayor best seller científico de todas las épocas? a las ajetreadas calles

de la Florencia renacentista para encontrarnos con su hijo más célebre, Leonardo.

Una de las maravillas de la proporción aurea es su inagotable capacidad de

generar figuras de gran belleza y asombrosas propiedades, tales como los polígo-
nos rectángulos o los polígonos regulares.Tms estos nombres tan intimidatorios se

esconden, en realidad,objetos geométricos cotidianos, como las tarjetas de crédito
o las estrellas de cinco puntas Las primeras constituyen un ejemplo muy a mano

de los denominados arectángulos áureos», aquellos cuyos lados guardan entre si la
divina proporción. ¡Llevamos en el bolsillo una chispa de divinidad-AY si los rec—

tángulos aureos son comunes, ¿qué decir de las estrellas pentagonales,o de las espi-
rales?Todas ellas están vinculadas de un modo muy directo a la proporción aurea,y
asoman aqui y allá en construcciones.mosaicos yjuegos de todo tipo.

Pero si algo en verdad resulta asombroso es la vinculación del número divino
con conceptostan complejos y que tanto han estremecido a la humanidad como

la belleza y laperfección.En esta aventura apasionante se cuenta con unos guias de
auténtico lujo: Leonardo.Le Corbusier y muchos otros grandes personajes que se

han rendido a laarmonia de (1). Si alejamos nuestra mirada de los trabajos del home
bre y la posarnos en la naturaleza que nos rodea,también allí nos espera, enigmática



momo

y sonriente, la proporción aurea. El crecimiento de muchos seres vivos sigue las
pautas marcadas por ella. e incluso los fractales, unos recién llegados al universo de

la ciencia, exhiben propiedades que los vinculan con la divina proporción.

Nuestro viaje por el más asombroso de los números se completa con una se-

lección de libros que permitirán profundizar en el conocimiento de la proporción

aurea a quien lo desee,junto con un indice analítico que le puede ayudar a mover-

se con facilidad por el libro,



Capítulo 1

El número de oro

“La:sentidos se deleitan zon las [osas

que tienen las propºrciones correctas,»

Santo Tomas de Aquino (1225-1274)

¿Qué tienen en común fenómenos naturales tan dispares como la disposición de

las semillas de una flor de girasol, la elegante espiral dibujada por las conchas de
algunos moluscos y los brazos de la galaxia que nos acoge, laVia Láctea? ¿Qué
pauta geométrica de insuperable armonia se esconde en la obra de grandes artis-
tas y arquitectos, desde Vitruvio a Le Corbusier pasando por Leonardo y Salva-

dor Dalí? Aunque parezca increíble, la respuesta a estos dos interrogantes es un

simple número: una cifra de apariencia humilde, conocida desde la Antiguedad,
cuya continua aparX ón en toda clase de manifestaciones naturales y artísticas le

ha merecido apelativos tales como adivina proporción».anúmero de oro» () apro—
porción aurea». Reproducir esa cifra en letra impresa resultaría literalmente im—
posible,y no porque sea excesivamente grande —de hecho, es apenas mayor que

17,sino porque esta compuesta por un número infinito de dígitos que, además,

no siguen pauta alguna, Descartada su reproducción literal,podernos ayudarnos
de la notación aritmética para conocerla. 151 número de oro se torna así algo

mucho más manejable:

↕�¿ 1.618033988'7.
2

Más adelante, en este mismo capítulo. veremos cómo llegar a esta expresión,
pero hay que reconocer que, al menos a primera vista, la divina proporción» ren

sulta poco impresionante,Un ojo entrenado, sin embargo, sabria que hay gato en—

cerrado sólo con ver la raíz de cinco. En efecto, esta raíz presenta una serie de

propiedades que le merecieron,a ella y a otras similares, el poco amable apelativo
de airracionales»;una clase especial de números delos que también hablaremos
detenidamente.



EL NÚMERO DE ORO

Vamos a intentar otra aproximación al número de oro. esta vez geométrica.

en la búsqueda de su supuesto carácter divino, Para ello, dibujamos un rectángulo

cuyo lado más largo es el resultado de multiplicar el corto por 1,518;es decir, un

rectángulo la pmpom'ón de cuyos lados es el número de oro (en este caso, un Valor
muy próximo) Si lo hacemos correctamente, nos tiene que resultar algo parecido
a lo siguiente:

Un rectángulo de estas características recibe el nombre de áureo.En primera
instancia puede parecernos un rectángulo de lo más convencional. Hagamos,sin

embargo, un sencillo experimento con dos tarjetas de crédito cualquiera. Si dispo—
nemos una de ellas de forma horizontal y la otra vertical y las alineamos por sus
bases,se observará lo siguiente:

En efecto, al trazar la diagonal de la tarjeta horizontal y prolongada,podremos�� con ' �� �' que coincide con el vértice sun

perior derecho de la tarjeta vertical. Si hacemos la prueba con dos libros de un

mismo tamaño, en especial libros técnicos 0 ediciones de bolsillo.es muy probable
que demos con el mismo resultado.Esta propiedad es exclusiva de los rectángulos

10



EL NUMERO DE ono

aureos del mismo tamaño, de lo que se deduce que muchos objetos cotidianos de
forma rectangular se han diseñado con la divina proporción en mente. ¿Casuali—
dad? Tal vez.O quizás resulta que los rectángulos y demás formas geométricas que
guardan esta proporción son, por alguna razón, especialmente agradables a la vista.

Si apostamos por esta última posibilidad,nos encontraremos en compañía de nom—

bres ilustres de la pintura y la arquitectura de todas las épocas,como se verá en más

detalle en el capitulo 4.No es ninguna coincidencia que la denominación moder—
na del número de oro, la letra griega phx' (CP), sea también la inicial del arquitecto
clásico por antonomasia. el legendario Fidías.

Unmundo áureo

Mucho se ha escrito sobre el misterio que oculta la sonrisa más célebre de la his—
toria del arte, pero ademas se puede aventurar una solución geométrica al enigma.

Veamos qué ocurre si superponemos varios rectángulos áureos sobre el rostro de la
bella Gioconda:

¿Tenía en mente Leonardo la proporción aurea a la hora de realizar su obra maese

“191551111310 resultaría aventurado.Menos polémico es aseverar que el genio ñorend»
no concedía gran importancia a la relación entre la estética y lamatemática.Dejaremos
la cuestión en ei aire por el momento,no sin antes mencionar que Leonardo realizó las

II



ilustraciones de una obra de convenido estrictamente matematico,escrita por su buen
amigo Luca Paciolí,llamada Dedivina pmportiime,es decir, uLa divina proporción».

Leonardo no es, desde luego,el único artista en cuya obra se deja Ver la ra—

zón ¡urea y sus distintas manifestaciones.ya sea como razón entre los lados de un

recúngulo o en formas geométricas de mayor complejidad. Numerosos pintores
posteriores han recurrido a estos fundamentos teóricos, como por ejemplo el ne—

oimpresionista Georges Seurat o el prerrafaelita EdwardEume-Jones.Por su parte.

Salvador Dalí realizó con su lienzo dedicado a La última ¿ena una obra extraordina—

ria,en la que la divina proporción posee gran protagonismo.No sólo es el lienzo.
de 268 por 167 cm, un rectángulo áureo casi perfecto, sino que, presidiendo la

sagrada escena, se alza un monumental dodecaedroiY es que los sólidos regulares
que, como éste, quedan perfectamente inscritos en una esfera, están íntimamente

relacionados con el número de oro,como veremos en el tercer capítulo.

El lienzo Une baignade á Asniétes (¡854) de Georges Sell/at es un recuadroáureo.
Algunos elementos que lo fonnan también están insertos en recuadrosaureus,

tal comomuestran las líneas sobrepuesras.

IZ



Acerquémonos ahora a la reina de las artes aplicadas. la arquitectura Si es cierto
que la proporción aurea encierra una noción de armonía de valor universal, de—

beriamos encontrarla también en los trazos geométricos que subyacen en edificios

y construcciones. ¿Es así? Otra vez resulta arriesgado ¡firmarlo con rotundidad.
Como una dama coqueta que gustara de hurtar sus encantos, la razón aurea anun-
cia su presencia en muchas grandes obras arquitectónicas de todas las épocas,como

la Gran Pirámide o algunas de las más notables catedrales góticas francesas, sin re—

velarse de unmodo concluyente. Sin embargo, resulta difícil mantenerse escéptico
cuando se examina con detalle la fachada de la obra maestra de Fidias,el Partenón,

y se descubre con asombro que sus diversos elementos pueden descomponerse
limpiamente en rectángulos aureos.

El secreto de las rosas

El valor del-(minuto de oro como patrón ideal de belleza no es únicamente una
veleidad humana.La naturaleza misma parece otorgar a (¡> un papel especial a la
hora de (escogen ciertas formas por encima de otraS, aunque para percatarse de
ello se debe profundizar algo más en las propiedades del número de om.Tomemos

13



a nuestro ya conocido rectangulo áureo y, partiendo de el, restemos un cuadrado
de longitud igual al lado corto de aquél.En este proceso conseguiremos un nuevo
rectángulo áureo, de tamaño obviamente menor.Si repetimos el proceso varias ve-

ces obtendremos la figura siguiente:

∟

Vamos ahora a trazar distintos cuadrantes de circunferencia de un radio igual al
lado de cada uno de los cuadrados que hemos ido quitando,y con el centro en el
vértice de cada uno de ellos… 121dibujo resultante nos quedará como sigue:

14



EL NUMERO DE ORO

Esta curva sinuosa, de gran elegancia, se denomina espiral lagart'tmira. Lejos de
ser una mera curiosidad matematica, se puede observar muy lacilmente en nuestro

entorno, en un recorrido vertiginoso que va de la concha de los nautilus...

…a la forma de los brazos de las galaxias…



ELNÚMERO DE oso

y, de regreso ala naturaleza en tierra firme, a la elegancia sin par de la disposi—

ción de los pétalos de una rosa:

Acompañados de la reina de las flores, nos internamos en otro ámbito donde la
proporción aurea es emperatriz suprema: el reino vegetal. Su presencia allí es sutil y
requiere introducir un nuevo concepto matemático:la sucesión de Fibonacci.Dicha

serie numérica,descrita por este matematico italiano del siglo x…,arranca con los w—

lores 1y La partir de los cuales cada nuevo término se genera con lasuma de los dos
anteriores Los quince primeros números de esta serie infinita son los siguientes:

1. 1.2. 3.5,8, 13,21,34, 55,89, 144,233, 377,610.

El cociente entre un término cualquiera de la sucesión y su antecedente se

aproxima a (I) a medida que awnzamos a lo largo de la serie. Comprobémoslo:

1/1= 1

2/1 = 2

3/2 = 15
5/3 = 1,666...

8/5 = 1,6

13/23 = 1,625

21/13 =1,615348…

34/21: 1,61904

55/34 = 1,61764

89/55 = 1.61818
144/89 = 1,61798

Ó = 1,6180339887…



Cuando se alcanza el término cuadragésimo de la sucesión, el cociente se

aproxima al número de oro con una precisión de 14 decimalesi Las relaciones
entre la sección ¿urea y la sucesión de Fibonacci son múltiples e insospechadas
y se exploran con más detalle más adelante; baste apuntar en esta introducción

las asombrosas correspondencias entre el reino abstracto de los números y la

realidad palpable, el sueño pitagórico convertido en realidad en un escenario de
excepción.

Para ello. nos serviremos de dos flores de apariencia dispar. En primer lugar,
observemos la siguiente flor del girasol, cuajada de pepitas:

Al poco nos daremos cuenta de que las pepitas dibujan espirales concéntricas

en sentidos horario y antihorario. Si se cuentan unas y otras, resultan dos números

en apariencia anodinos:21 y 34…Dos números que ya hemos visto antes.

Efectivamente, se trata de dos términos sucesivos de la serie de Fibonacci Si
hiciéramos el mismo ejercicio para el caso de otras flores de girasol, es muy pro-
bable que el resultado fuera el mismo o, en su lugar,otro par de términos sucesi—
vos de la misma,;erie.en especial 55 y 89.La presencia de la proporción aurea en
plantas y árboles no se agota con este ejemplo, sino que abarca la disposición de
las ramas de algunos árboles, el número de los pétalos de muchas Bores,e incluso
la forma de las hojas Buena parte del quinto capítulo está destinado a explorar
esta magica imbricación de numero y forma, abstracción y realidad.
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lrracionales y series numéricas; Fidias y Leonardo; rosas y girasoles. Un aun

téntico mundo áureo cuyo examen pormenorizado iniciamos en su origen: el
número ©.

Los números

¿Cómo sería el mundo si una noche nos acostaramos y durante nuestro sueño

desaparecieran todos los números y, con ellos, el pensamiento numérico? Al dia

siguiente, nos despertariamos en un mundo sin ordenadores, sin radio ni televie
sión, sin teléfonos móviles y también sin fijos, incluso sin nuestro microondas para
calentar la leche del desayuno... ¡Y aún no habríamos salido de casa! La sociedad
humana no puede existir sin números. Su presencia es avasalladora, no sólo en la

nueva sociedad nacida de la revolución digital, sino desde siempre. Los números

han regido la actividad humana desde sus orígenes y son su instrumento mental
más fundamental e impresionante.

Todas las civilizaciones han desarrollado números para llevar a cabo actividades

básicas.Cada cultura los ha representado a su propio estilo, pero desde el principio

de los tiempos, los recursos matemáticos del hombre se han centrado en cuatro

actividades: contar, ordenar,medir y codificar.
Las dos primeras funciones son las más evidentes y lógicas. Para contar hay que

poner números a lo que tenemos, es decir numerar;después. cuando tenemos una

serie de objetos numerados, nuestra acción más espontánea es ponerlos por orden.
Será mucho más tarde cuando aparezcan las últimas dos funciones, que entrañan

mayor complejidad. Medir requiere patrones»unidad de cada una de las magnitue
des y comparar los resultados obtenidos para operar con ellos.Aún más reciente

es la última gran función de los números, la codificación. Ha llegado al final de la

carrera.pero en la sociedad moderna la codificación ha adquirido una importancia
vital.

BRAHMAGUPTA (598—670)

&» matematimy astrónomo hindu Btabmaeupta pum…�∩ ei año ezs el ���∂���≤����������������
primer iimo conocido en que apareCe el Sistema decimal completo, prsriieameme igual ai que

��������≤ en in actualidad No obstante, la lo… de expres…��que los números ��han
universalizado Se debe a los arabes



EL NÚMERO 0, QUIZAS LA CIFRA MÁS IMPORTANTE

La piedra angular de ������sisrema de numeración es ei o, Georges Ihah, matemático &

historiador de las cifras, explica que asin el cero y el principio de posición nunca se hubiera

podido alcanzar la mecanización ni la automatización del cálculo».

inlenlemes multiplicar aigo tan simple como 138por 570, Emprendamos la tarea en un sistema
de numeración no posicional cualquiera; por ejemplo… el rumano. Es decir, pianteémonosmulil—

piicar CXXXVHI por DMX.Suponiendo que supréramos siquiera por donde empezar. loque es se—
guiaes que nosabríamos como terminar Es una tarea inacabable. un auténtico tormento.�su
que nos hemos iimiiadu a números de tres cifras y a una operación sencilla como multiplicar

me caso viene a ilustrar que la propiedad clave de nuesiro moderno sistema de numeración

no es tanto la base empleada (10) sino el hecho de que cada cifra vale no Sólo por su forma

(1, 24 …) sino por su posición relailva¡las demás (1Z, 21). En nuestro Sistema decimal posicio-

nal, pocascifras bastan para nominar a un numero, puessegún se pongan a laderecha o a la

izquierda de otras tienen un valor diieremei

Pero todavia más imponame fue dar un nombre (y asignar una cifra) a la carencia de toda

cantidad, Asi, para indicar que no hay nada no decimos mo hay tales cantidades» sma (hay
cero cantidades».Y en lugar de no escribir nada, se escribe un o (al pnnripio se escribia un

simple punto, mi en lugar de un Oexpilcmo).

La atribución de un valor a la nada, equivale a la equiparación de la no—exisrencia—de—aigocon
la carenoa-de-algo, y eso que puedeparecemos una perogrullada es lo que, entre was rosas,
aceleró de modo ¡rreirenaoiael intercambio, el comercio y, a la larga, el progreso humano. Esa

época milagrosa llamada Renacimiento, naciócon algo tan sencillo como la introducción de un

vulgar cero.

,,,“—

Eiprimer uso documentado del cera autónomo es un¡erogiiiicomaya delsiglo lat.
(en la ¡imac/ón). Enel código empleada por esra civilización el 7 era unpunta, el 5,
una raya;el 14,cuatropuntos con dos rayas, etc. ,



Los primeros números que la humanidad utilizó fueron los llamados naturales

(1.��3, 4, 5
temática de la Grecia clásica y fundamental en las matemáticas de la actualidad,

. En la base de la doctrina pitagórica, la más influyente en la mar

estaba la teoria de que los números naturales permitían la explicación del mundo
y de toda la realidad que nos rodea. Los números naturales utilizados por medio

de razones o cocientes entre ellos, es decir las fracciones, conforman lo que en
' ' “ los números � �La �" se entiende �� �

que irracional» tiene la misma raíz que uración», que a su vez la comparte con

arazón» cuando se aplica a una proporción entre dos cantidades. Por tanto. irracio-

nal» viene del término trazón» en el sentido de relación,no en el sentido de algo
arazonable».

Pitágoras y su escuela sabian hace más de veinticinco siglos que√�no era rar

cional, es decir que no se podia expresar como cociente de dos números naturales.
Pero semejante idea contradecía los fiindamentos de su pensamiento…que establecía

el número indivisible y entero como base del universo. Los pitagóricos atribuían

al número un carácter sagrado. y creían que mediante el todo podia medirse, que
todo terminaba por ser número.

A los números que no son racionales se les llama uirracionales», un nombre

poco cariñoso y probablemente poco acertado, que en realidad sólo significa que
es un número no expresable como cociente de dos naturales. Imaginemos,pues,
el desconcierto de los pitagóricos,enfrentados a magnitudes realmente irracionales.
realmente imposibles de medir, como la simple diagonal de un cuadrado de lado

unidad (o lo que es lo mismo, JE).No es de extrañar que intentaran esconder tan

perturbador hallazgo.
Existen muchas diferencias de orden matemático entre los números racionales

y los irracionales, pero quizás una de las más lúdicas e intuitivas es lo que podria-
mos definir como su umusicalidad». Esta diferencia, no estrictamente matemática,

tiene una base que silo es. La expresión decimal de los racionales y los irracionales
es distinta.

Los decimales de los racionales reproducen una secuencia repetida que llama»

mos speriodo».mientras que los decimales de los irracionales no se repiten con
ninguna clase de patrón,aparecen uno tras erro, eri aparente desorden. Por lo tanto.
si asignamos un sonido a cada cifra y hacemos csonar» los decimales de un racional,
cscucharíamos una melodía que se va repitiendo, como el estribillo de una can-

ción.En el caso de los números irracionales las notas sonaáan sin ton ni son, y no

podríamos obtenerjamás una melodía.
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LA IRRAUONALIDAD DE �∕�
Supongamos que ¿2 e; me…; Eso q…… de… que Jz se puede expiesar como ���mo—

��������∙�
<. … o un

ron p y a ������≤ y primos entre ��(e: dear, sm femmes comunes) Operando y elevando al

mediado,�����lo �����ha deser par. Pero �����≤… pdf y

la =4,�≤��������∂���� ����:zu
entonces resuha que q iñmblén ha de ser par 0 sea que ambos,p y q, han de ser pares, y por
tanto comparten��factor común, que ���2. Se ����por donde se mire, el resultado es…
���∏�������� Parlante, ¡¿ ≤�����∩����…al���√�esmuonatesfaisa

La definición del número áureo

El número de oro, o número áureo, es un número irracional que representamos

con la letra griega phi' (©).Fue un hallazgo de los griegos de la época clásica y su

historia documentada comienza en uno de los libros más célebres, comentados y

reimpresos de la historia: los Elementos de Geometría de Euclides, escrito alrededor

de 300 años antes de Jesucristo.
La obra maestra de Euclides es el primer superventas de tema científico de la

humanidad y uno de los libros fundamentales de nuestra cultura. El objetivo de

Euclides al escribirlo era doble. Por una parte,queria recopilar todos los resultados
de matemáticas conocidos en su época, es decir, componer una especie de encif

clopedia que pudiera utilizarse como libro de texto en la enseñanza. Por otro lado,
pretendia presentar un modelo de actuación para demostrar resultados y construir
una teoría matemática,con axiomas y reglas de deducción.

El éxito de los en sus , es ' " su ' º ' ha

sido decisiva en el desarrollo de la matemática universal a todos los niveles. El
matemático y divulgador del siglo xx Lucio Lombardo Radice escribió: uDespués

Zi



EL NUMERO DE oso

de la Biblia y las obras de Lenin,es el (libro) que ha tenido más ediciones y se ha

traducido a más lenguas;ha sido.hasta hace algunos decenios, el libro de geometría

para la enseñanza media».Puesto que las matemáticas son asignatura obligatoria en

los sistemas educativos de todo el mundo,todos los seres humanos del planeta que
han ido a la escuela han leído los Elementos escondido tras sus libros de texto.

EUCLIDES DE ALEJANDRlA (325-265 A.C.)

A pesar de su importancia en la historia de las matemaucas,se conocen tan pocas cosas con

ceneza de la biografía de Euclides que a menudo se le confunde con otro Euclides, el de
Megara, Euclides de Alejandría nacio hana el año 325 a.C. y en el ano ����aparece ya en

Alejandría como director del departamento de matematicas del llamadoMuseo (refugio de
las musas) de la ciudad, el mayor centro científico de todo el Mediterráneo en su época, pues

recogía copias de los principales manuSUllOS científicos del momento, Allí vivió y murio hada

el año 255 a.C. Se cree que se educa en Atenas y se le consideraba ya en vida uno delos

grandes talentos de la época.,……
Su Influentia se extiende a tra—

vés de los siglos de tal forma

que cuando en la década de

¡930 un grupo de matema-
tlcos con el nombre colectivo

de Bourbaki quiso dar un giro
radical a las matemáticasde la

época enarbolaron la consig-
na (¡Abajo Euclides/»

Detalle de La escuela de
Atenas de Rafael Elartista
prntó a Euclidescon la cara del
arquitecto Bramante
y unCompás en lamano.



Elementos de Geometría se compone de trece libros.Del libro 1al libroVI se dee

dica a la geometria elemental, delVlI al X.a cuestiones numéricas.del XI al X… a

la geometría de los sólidos.En el libroVI,como tercera definición, aparece el texto

que lo empezó todo. La traducción castellana del cosmógrafo de Felipe II,Rodri?

go Zamorano,de 1576,la presenta de la siguiente manera: “Dize se ser dividida una

linea rata tan razrm extrema y media quando/54m que como se ha rada ¡¡ la mayor parle,

assi la mayor a la menor».

;. Dizelclerdir—icidqvnalincarcftaconra
zoncxtrcmaymcdiaquaridofm _cqucco
mole ha todaalamayor parte,:ifla ina-

yornlamcnor.

Traducido al castellano actual el texto reza:aSe dice que una recta esta' dividida
en media y extrema razón cuando la longitud de la linea total es a la de la parte

mayor,como la de esta parte mayor es a la de la menor».O dicho todavía con ma-

yor concisión: ¿El todo es a la parte como la parte al resto».

Esta media y extrema razón, que aparece con tanta modestia,es el número que

con posterioridad se llamará número de oro o número áureo y al que Luca Pacioli

dedicará todo un tratado en 1509,dándole el nombre de divina pmportíónt Phi, (lº,
el símbolo con el que hoy conocemos al número áureo,se le asignó en época muy
posterior,a principios del siglo xx, cuando el matemático norteamericano Mark

Barr propuso vincular el número con Fidias,constructor del Partenón de Atenas, y
tomó prestada su inicialt

A continuación, y puesto que ya hemos presentado el número e incluso lo

hemos ubicado en el grupo de los irracionales, haremos por fin una inmersión
profunda envsuariaturaleza matematica.Vamos a calcular el número (1).



Si tenemos un segmento y en él tomamos dos partes…la particion que hemos hecho
lo será en mediay extrema razón…o sea será una partición áurea cuando % iy¡¿A

Esta igualdad nos lleva (ya que para que dos fracciones sean iguales o equiva-
lentes lo tienen que ser sus productos en cruz: £ ¿�a ����b—r ) a la ecuación de
segundo grado: d

x-(x—1)=l-1—>xº—x=l

(1)equivalente a xº
*

x—l−

Que tiene dos soluciones,y la positiw,que es la que nos interesa, es

��√�x:—
2 ≡ 1,618.

Íista es la relación que buscamos y a la que llamamos ©:

Puesto que la solución de la ecuación (1) es la relación entre las longitudes de

los segmentos. ésa sera la misma cualquiera que sea el segmento del que partamos.

Dicho de otra forma: la proporción aurea tendra el mismo wlor con independene
cia de la longitud del segmento inicial.

Puesto que en su expresión aparece una raíz cuadrada no exacta, el numee
ro d) sera un número irracional Lo que quiere decir que nunca podremos tener

una expresión decimal exacta.Y todavía más: que no habra ningún grupo de sus

decimales que se repita de modo periódico. El número (1) es, pues,un núme-

ro decimal no periódico, del que se pueden conocer, eso si, tantas cifras exactas

como queramos a partir de las de la √�.De todas formas, no nos aportarán gran

cosa, ya que la importancia de ¡P es más geométrica que numérica.En todo caso,

(I) = l,618033988749894…,con 15 decimales, tiene precis ón más que suficiente
para cualquier cálculo que queramos acometer

A continuación, echemos mano de la calculadora más cercana y hagamos algu—
nos cálculos sencillos tomando como aproximación los cinco primeros decimales
de (l) = 1.61803.
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Primero dividimos: 1/(D .¿Qué nos sale? Los mismos decimales, pero sin el 1.

Conmucha aproximación, resulta que 1/ ¡D = (P�1.

LOS DECIMALES DE (1)

Para los amantes de la precisión, a mnunuaucn aparecen los mi primeros decimales del �∟��−����áureo.
1,6l8033988749894548204586834365538l1772030917980576286213544562270526

045281890244970720720418939113748475408807538589175212653356222353593

l79318006075572635443338908559593958290563532265131992829026788067520

87668925017116962070322210432162595118625295313614438111975870122034080

5887954454749246l8559536486444924104432077134494704956584678850987433
9A422125M877056478091585A507A99887124007652i705751797853416625624940

758905970400028121042762177111777805315317141011704666599145597987317

6135500670574507101il795236894275219484353055783002287555997829778347

545878228911097625003025961561700250464338243776486102538312683303724

2926752631165339247316711121l5881563551331620354005222165791285575294

654905811317159934323597349498509040947621322298101725107059611645629
90981629055520852A790352405020172799747175342777592778525619182082750

513121815628551222480939471234l45170223735805772785160085853829523045

926478750178899219902707769038953219681956151437803149974110692508867

4296226757560523172777520353613936.

Hagamos el cuadrado, ¿Dº.Tambien con mucha aproximación '? = (¡> + i.
¿Casualidad? Enseguida veremos que no.

Propiedades elementales del número áureo

Para comenzar, recordemos que (D es la solución de la ecuación

__ x= — x — 1= o (1)

lo que indica que la igualdad se cumple para ese valorYa lo habíamos intuido con

su valor aproximado

���−��−����������� (2)
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A partir de (2),multiplicando varias veces los dos miembros por (I) llegamos a:��������
�→�������� (3)�����������

Lo que significa que cualquier potencia de d) es igual a la suma de las dos potencias
anteriores. Luego,una vez que tengamos los valores de © y de CV,si queremos obte»
ner el resto de las potencias de o,ya no tenemos que multiplicar más,basta con ir

sumando dos consecutivas para obtener la siguiente.
Asimismo, utilizando las expresiones (2) y (3) podemos encontrar otras equi-

valencias para las potencias de d) en las que sólo interviene el propio valor de 11) y
números naturales.

(113 =<l>2+<D=<l>+1+d>=2d>+1
qx. zoºm)! =(2d>+1)+(d>+1)=3d>+2

os =oº+oº =(3d>+2)+(2r[>+1)=5d)+3
(Pº���≤��������� (4)

07 =d>º+d>5=13º+8

º” =(D7+G>"=21<D+13

Vemos que para obtener cualquier potencia de CI) basta con multiplicar el pro-
pio número áureo por un número que es la suma de los coeficientes de las poten-
cias anteriores de © y sumarle un número que es el coeficiente de la potencia an»

terior. Por ejemplo, en d)“.el 8 que multiplica a d) es la suma de 5 y 3que aparecen
en la expresión de (Dº y el 5 es el número que multiplica a © en esa potencia.

Es conveniente recordar las propiedades que expresan (3) y (4) para cuando

veamos más adelante la forma de obtener aproximaciones de © por medio de la
sucesión de Fibonacci.La parte izquierda de las igualdades (3) nos dice que se pue-
de obtener una progresión geométrica de razón 11) sumando dos de sus potencias
consecutiws.

Calculamos ahora el valor de l/CD para ver si era casual el resultado que ob—

teniamos al operar con su expresión decimal aproximada. Para ello partimos de la
expresión (2) que nos define ll):
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NÚMEROSTRASCENDENTES Y NÚMEROS ALGEBRAICOS

Se llaman números algeblalros ¿ los números reales que son solucron de alguna ecuacren pºr

Ilnormra (on eoefrrlenzes enteros, Ejemplos de números algebralcos son &, la ≤�������de la

eeueeron xlezeo o el ����≡�áureo, o, que lo es de x1�������
Los números que no son soluocn de nrngune ecuación pollncmlca —es decll, que no son alge-

brarcoy se llaman números trascendentes Como hay infinitas ecuaoones polinomleas y muchas
de ellas tienen splprron, poorlamos pensar que ��≤�todos los números son algebraicos . Pero

no es así“ hay menos más números trascendentes que algeblaltos

Probar que un número eonerezo es rrasrenaenle no es ≤������porque, al haber …nnrras
ecuatlones, no se puede demostrar por comprobaron (No pueden comprobarse lodasl Los

dos números trascendentes más famosos son e�rr. El primero lo probó el matematlro lranees

cnarles Hermlie en el año 1573 Para probar que rr lo era, aunque era conocldo desde muchos

srglos antes, hubo que esperar hasta que el aleman Ferdinand von Lllldemann lo demostrara

en 1352

oz=<1>+1

oz—ozi.

Dividiendo los dos miembros de la igualdad por o:

(oz—<i>)/<i>=1/<i>

�−↕��∕���

Esta sorprendente propiedad nos anticipa un horizonte de posibilidades Con
este pequeño ejercicio vemos que Ó,pese a su modesta definición. es capaz de
¡¡ ' rin "' de ruhr' ' Lo más ' será ver prime—
ro cómo se proyecoa en los más diversos campos de las matemáticas.y después,

cómo tiene repercusiones también fuera de su ciencia materna.

Imaginemos que intentamos hallar el valor de la sucesión indefinida de raices
cuadradas

A ↕���↕�������� (5)

Podemos ir obteniendo valores al añadir sucesivas raíces y vamos obteniendo
los sucesivos valores decimales aproximados de A.
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i/1+s/i=1,4142
��√���∏ =1,5538

������√����=¡,5931
1+ ¡+i)1+J1+Ji: ,5119

¡+ ↕��↕���↕�√����=1.6161

1+ 1+ 1+ ↕�√��√����↕ =i,o¡74

¡+ ¡+ ¡+ 1+ ↕���↕�√↕���=1,6178

¡+ ¡+ ¡+ ¡+ ¡+ ¡+i)¡+J1+Ji =1,o¡so.

SUCESIONES

entenderemos por sucesion un ������∙�indefinido de numeros ordenados que siguen una

cierta ley deformación. Se suelen representar poniendo una misma letra con subindlces que

indican el lugar que ocupan ¿, az, a,, �,a… … ������
Algunos ejemplos de sucesiones son la de los numeros pares (1, 4, 5, s, 10, _):(Zn),o la

de cuadrados [1, 4, 9, 16, 25, ������� ºtros ejemplos serlClllos son las progresíonesgeomez
tricas, en las que cada termino es igual al anterior multiplicado por un numero constante, que
se llama urazon», o dicho de otra forma, que el cociente entre dos términos consecutivos es

constante. si de una ����≤���tenemos una expresión que nos de el valor de cada iérmlno

en funcion del lugar que ocupa, ei termino general, ya tenemos definida completamente la

suceSlon, porque podemos conocer todos sus iérmlnos.

En el caso rie una progresión geométrico cuyo primer termino see a_ y su razón r, el término

general tendrá como expresión e, ��������
También se puededefinir una sucesion pormediode una leyque nos permita obtener untermino

conocidos losanteriores, lo que se llama una ¡eyde��∙�������Es másconveniente para trabaiat
con una sucesión tener el término general, pero no siempre es posible o sencillo tenerlo.



A partir de entonces, aunque añadamos más términos, nos moveremos siempre

alrededor de 1,618,prácticamente el valor de (PV Otra vez nos sorprende una posi-
ble nueva expresión para obtener aproximaciones de ©.Vamos a comprobarlo.

Elmndo (5) al cuadrado obtenemos

A2 =1+t 1+i 1+sj1+x11+…. =1+A.

Con lo que se cumple Az—A—l=0

Que es lamisma ecuación que define ©.Por lo tanto,su solución es otra forma

de expresar el número áureo:

Ó=t1+(1+i1+s11+…

FRACCIONES CONTINUAS

Las tracciones continuas simples son expresiones del tipo

donde todos los ¿1 que aparecen son números enteros Por facllldad de representación se suelen

denotar como [a… al, es, a., . .].y si hay algun grupo de cifras que se repite, se marca con una liz

nea superior (por eiernplo, si son a, y ��� las que se repiten petlódlcamemc se escritura [a… a)

Para los números racionales la fracción perlódita equivalente es ir… Por eiemplo

32,
ii"��

odo irracional que contenga una raízcuadrada (cuadrática)se puede expresar (emblerl en torma

de fracción Continua Y Si es la solunon de una eruaclón del tipo Xi *DXml:0 se puede expresar

como una ����������continua de periodo la.
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LOS NÚMEROSMETÁLICOS

Hemos Visto que el número áureo es la raíz positiva de una ecuacion de segundo grado, Esta
propiedad ha llevado a generalizar el concepto y definir la familia de los números metalicos.

Además de ºb, el número de oro, existen los números de plata, de tirarme, de cobre... (cn los

que o tambien tiene similitudes en construcciones geométiicas y corno limite de sucesiones,

Los números metálicos se definen de manera algebraica como las soluciones posltivas de ecua—
ciones de segundo grado del tipo

X) − PX−ººº (M)
donde p y o son números naturales que dan lugar a los diferentes componentes de la familia.

Si ≡�(M) hacemos pzz y azi la solución positiva ������≡∑�∆�∆���≤�����∞≤�����
Este resultado es conocido como el número de plata.

���∕�−��
zSi en (M), p:3yq:1, la solución posttlva _ 3,302775637731994567e nosda el número

de bronce.

sus nombres metalicos se comprenden meior si expresamos estos números en forma de irac-
cion continua,��sabemos que����Pues bien, resulta que el numero de plata

numero de bronce:[a]

Una forma habitual a lo largo de la historia de aproximar valores es por medio

de fracciones continuas.Tenemos para (l) la expresión� .
o=��−↕��↕���↕��������� (o)
¡»a?

¡+—���1+…

de la que se puede Ver que es cierta porque podernos escribir (6) en la forma

���→���−����o



Por tanto, hemos encontrado dos nums expresiones para (1), las (5) y (6).Enla

actualidad, la facilidad de cálculo de los ordenadores ha restado importancia a estas

maneras de aproximar <i>, pero en la larga historia del número se han encontrado
siempre entre las más clásicas.Aún hoy suponen unexcelente ejercicio mental para
el que sólo es necesaria una calculadora de bolsillo.

La sucesión de Fibonacci

La historia de las matemáticas es a veces sorprendente.y desde luego,siempre in-
esperada. El viejo número áureo, tan geométrico, emparentó siglos después con

unas fracciones que surgiemn de una sucesión puramente aritméticas El artífice del
matrimonio fue el más destacada matemático de la EdadMedia, Leonardo Pisano,

más conocido como Fibonacci,

Fibonacci escribió obras de geomeo-ia, álgebra y teoría de números,de la que

616 un pionero,pero la más conocida (rara sobre el cálculo.El Liber abad (Libro del
¿hace) publicado en 1202,tiene un iiiulo engañoso, una especie de ironía,porque

LEONARDO PISANO.
FIBONACCI (1170-1250)

Leonardo Pisano nació en Pisa en 1170 ≤�apc»
do denota��origen famiiiar, pues Fibonacci sig»

mfica simplemente ����de ��∩∂���ifig/¡o dl

sonaeo) Sm embargo, ei nombre es de origen

moderno, no hay pruebasde que fuera conocido

como Fibonacci en su época

se inicio en ias inaiemaiicas desde ia (amabili-

dad, pues su padre era un mercader italiano con

ielauones comerciales internacionales Promo

Leonardo mosiro un ¡nieresoor ias maremaiicas

que iba mucho más allá de sus aplicaciones mercantiles Los viajes comerclales al norte de África

ie proporcionaronia oportunldad de aprender de maesiros musulmanes que ie iransinnieron ia

matemáticaárabe Así conoció el Sislerna de numeración indearábigo y [emprendió de inme-

diato sus enormes ventajas Se (orwimóen su más acérrimo valedor en Europa, donde intentó
drvuigario.A ei ¡e_debemos��inirodueoon en nuesira cultura
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justamente en él se trata de demostrar las ventajas de las ciñ'as árabes para el cálculo

frente a los métodos habituales en la Italia de la época, donde los abacistas cm»

pleaban el ¡hace y los viejos números romanos.El libro de Fibonacci terminó con

ellos,pero no fue facilA pesar de la facilidad para el cálculo que suponía la nume»

ración decimal, no se extendió con rapidez,sino al conmrio.Tuvo que enfrentarse
a todo n'po de resistencias.sobre todo del gremio de calculistas, que durante siglos
estuvo dominado por los abacistas en detrimento de los partidarios del cálculo con

números arábigos, los algoristas.

i/usrracion dei iioro de Gregor Reísch, Margariia pniiosoonica,
en ¡aque se muestra una dispara enrre abaci'sras (derecha)yalgon'sras (izquierda).
La imagen es de 1504y muestra como tres siglos después de Fibonaccitodavia

no estaba resuena la dispura sobre el cálculo.
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Además del uso de las cifras y de los métodos de cálculo. el Uber abad aborda la
teoría de números (descomposición en factores primos, criterios de divisibilidad...),

contiene problemas de álgebra de primer grado y por supuesto habla de contabilidad

mercantil,de la regla que en los venerables libros de aritmética mercantil se llamaba
reparto de beneficios y pérdidas y del cambio de monedas.Pero el más conocido de

los problemas propuestos en el Libro del ¿bam es el famoso problema de los conejos,
cuya solución es la sucesión que hay se conoce con el nombre de Fibonacci,

El problema está enunciado de la siguiente forma: ¿Cuántas parejas de (anejos
tendremos afin de año si comenzamos con una pareja que produce ¿ada mes otra pareja

que prºvea ¿¡ su vez a las dos meses de vida?

Para resolverlo, Fibonacci, como buen mercader y financiero, hizo una tabla.
En ella desglosaba el crecimiento de su familia de conejos y hacía un seguimiento
del número de parejas que tenía al acabar cada mes. La columna final muestra el
número total de conejos, Un vistazo rápido nos permite advertir un curioso come
portamiento en la sucesión: cada iérmirio se obtiene como suma delos dos que le

preceden.

Generación
Mes 1' 2' 3' 4' 5" 5' Total

1“ i i

zº i i

i i 2

4' 1 2 ¿

sº i 3 i 5

o» 1 4 3 a

7' 1 G 6 i ��
sº i o "10 4 Zi

9: i 7 15 in 1 ¿A

”lo“ 1 8 21 20 5 55

∏� i 9 28 ¿5 is i se

17“ i io 36 56 ¿5 &; i44
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Los números de la última columna componen la llamada sucesión de Fibonacci,

definida por recurrencia por la ley

l+oi"_2(r122).

Veamos una primera relación de esta sucesión con el número áureo. Retomaree

mos para ello la expresión (4) del apartado anterior, que nos daba las potencias de
(P.y que aqui mostramos de forma concisa:

(Dº =2£I>+1
(Dº =3d1+2
ÓS=5Ó+3

(Dº =8<l>+5
(IW—13€I>+8
(Dº—21<I>+13

Si nos fijamos en los coeficientes de las sucesivas potencias de CI> vemos que son

dos términos consecutivos de la sucesión de Fibonacci.De forma que,siendo a" el
término de lugar n de la sucesión de Fibonacci,podemos poner como expresión

general de esas potencias del número áureo

(¡> ������∙������ con otras ' � R , nuestra _ − dejue-
gos, la calculadora, y hagamos el cociente entre cada uno de los términos de la

LÍMITE DE UNA SUCESIÓN

Decimos que el númeroA es el ¡irmede una ���������la,) cuando los térrmnus de la sucesion

pueden llegar a hacerse ian próximos a A (omo deseemos, a parir de uno concreto, que de

pende de la proximidad que queramos,

, TPueden Sen/lr de ejemplo la sucesor» €;? de limite 0

(porque ias fracciones �∕�pueden ser tan cercanas a o como queramos al crecer n),

Zn+l .dial Ticuyoiimiie esz No todas las sucesiones iienen iimne.
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sucesión de Fibonacci y el anterior: a" ∕��∙∙�� Al principio, los resultados tienen

poco que ver con ©, pero continuemos. ¿Qué descubrimos? Pues si, efectiva?

mente. de pronto la diferencia comienza a reducirse hasta un nivel sorprendente.
En la siguiente tabla podemos comprobar que a partir del décimo término es

menor de 1milésima.

Lugar Términº BPM Diferencia con $

1 1

Z 1 1.000000000000000 —0 618033988749895

3 2 2.000000000000000 “1381966011250105

4 3 1.500000000000000 70118033988749895

5 5 1,666566666556667 +0 048632577915772

6 8 1,500000000000000 70 018033988749895

7 13 �525000000000000 +!) 006966011250105

B 21 1 615354615384615 70 002649373365279

9 3A 1 619047619047619 ����������∂∑��∑∆�� 55 1 6176A7055823529 »0 000386929926355

H 89 1618151318131818 ������∆��∑�∆���∑�

12 144 1.617977525089588 -O 000056460650007

13 233 1.615055555555556 +0 000021565805651

14 377 1.618025751072951 -D 000008237676933

15 610 1.518037135278515 +0 000003146528620
_ñ?

15 987 �615032786885246 70 000001201864649

17 1,597 1 6180344A7821682 +O 000000459071787 7

15 2,585 1 618033513A00125 70 000000175349770 _
19 4,181 1518034055727554 +D 000000056977659

20 6,765 1 518033953165707 —U 000000075583188

Esto demuestra que para tener aproximaciones de (I) no hace falta sacar deci—
males en ningygla raiz,sino que hasta con dividir términos de la sucesión de Fiber
nacci. '“"

Como en el caso del número áureo, lo que van indicando todas estas compro—
baciones es cierto a nivel general: el limite de los cocientes de los términos de la
sucesión de Fibonacci es ©.Vamos a verlo.
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Supongamos que la sucesión de cocientes de los términos de la sucesión de

Fibonacci a… ∕��� tiene límite (10 suponemos porque no lo vamos a demostrar) y
le llamamos L.Se tendrá entonces

a a +11 _L=limf'"': 7""" =lim(1+
a a

a a
')=1+li'm�− …:

",. ”..

(Recordemos que a…�a,l +A,H )
Luego:

L=1+lL
L2=L+1
Lz—L—1=0

L=<I>.

Es decir, que L cumple la misma ecuación que <i>. luego tienen el mismo valor,

Así, el limite de la sucesión de los cocienies de Fibonacci es el número áureo.

La sucesión de Fibonaccioriginal es la que empieza con 1y 1.Si en vez de esos dos
términos, ' con otros dos ' en la sucesión

(haciendo que cada término sea la suma delos dos anteriores),el limite del cociente de

cada término entre el anterior también seria (1).Si nos fijamos,en el razonamiento que
acabamos de hacer lo único que se utiliza de la definición de la sucesión es que

“…�“… ���∙���
Relaciones numéricas sorprendentes

Como vemos, la sucesión de Fibonacci permite aproximar el número© tanto como

queramos por medio de sus cocientes.pero tiene muchos más usos que la mera reso-
lución de un problema de conejos,y también presenm relacionesmuy peculiares con

otros protagonistas estelares de la matemáticaVeamos algunas de ellas.
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Suma de los términos de la sucesión de Fibonacci

Si elegimos diez términos consecutivos cualesquiera de la sucesión y los sumamos,
obtenemos siempre .…múltiplo de 11.Es el caso de los diez primeros,cuya suma es:

1+1+2+3+5+8+13+21+34+55=143=11-13.

O lo mismo pasa con

21+34+55+89+144+233+377+610+987+14597=4.147=111377.

Pero no sólo eso, sino que, además, esa suma (como se ve en ambos casos) es
exactamente 11veces el término que ocupa el séptimo lugar de los sumandos (13
en el primer caso y 377 en el segundo).

Más sorpresas todavía. La suma de un número n cualquiera de términos de la
sucesión desde el primero es igual al término que ocupa la posición rl+2 tras res-

tarle una unidad.Lo vemos en el caso de los diez primeros,que suman 143,que es

igual al término situado en luyr 12 (144) menos IV0 en el caso de los 17prime-

ros,cuya suma es 4180 (igual al término a…, que es 4181,menos 1).
Expresado en fórmula. lo que estamos diciendo es

1+1+2+3+5+… a" ti…—1.

Si somos capaces de explorar esta propiedad hábilmente, podremos calcular la
suma de un número cualquiera de términos consecutivos, en lo que parecerá al

observador un auténtico truco de magia. Elijamos, para poner un ejemplo, dos
términos cualesquiera como el 24 y el 40, y utilicemos la fórmula que acabamos

de escribir:

1+1+2+3+5+..

1+1+2+3+5+…

Si ahora restynos ambas expresiones

������∙��
ya tenemos el truco a punto: para sumar todos los términos consecutivos entre

otros dos,basta con hacer una simple resta de términos muy cercanos.
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MARIO MERZ (1925-2005)

El artista italiano Mario Merz. uno de los más destacados representantes del arte povera, utilizó

deforma recurrente la sucesión de Flhonacden muchas de sus obras desde la década de los 70,

con elementos diferentes (neones, mesas, animales periodicos, )y en formatos variados.
Asi como los numeros de Fibonacn apuntan al infinito y describen��(recimlemo progresivo

a partir de la suma de las cifras anteriores, Merz utiliza la famosa Sucesión para simboliza! el
progreso social y del arte. Los camblos se fundamentan en la suma de eventos del pasado que

son parte integrantey vital de todo desarrollo futuro. De la misma forma, el arte coniempors-

neo es la suma del arte predecente; no Se puede crear dela riada “Nos alzamos sobre hombros

degiganies», tal como escribió Newton.

Proyecto de Mario Merz para el msm:de Nápoles que reproduceen espiral la sucesión
de Flbcnaccl.

Las temas pitagóricas

A pesar de que hay infinitas ternas pitagóricas, no es demasiado fácil encontrar—

las.De ahí la utilidad de la sucesión de Fibonacci, que proporciona un método

automático para hacerlo, Lo presentamos en este apartado, pero antes, vamos a

intentar comprender mejor la relación entre Fibonacci, Pitágoras y el número
áureo.
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El resultado matemático más famoso de la humanidad es el teorema de Pita—

goras: en todo triangulo rectángulo,el cuadrado de la longitud del lado mayor (la
hipotenusa) es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los otros dos
(los catetos).

��≡�������� (T)

Desde el punto de vista geométrico, como el área de un cuadrado es igual al

cuadrado de su lado,el teorema de Pitágoras afirma que si hacemos cuadrados cu-

yos lados sean los de un triangulo rectángulo,el área del cuadrado Construido sobre
la hipotenusa tiene un area igual a la suma de las áreas de los otros dos,

Esta misma expresión permite saber cómo es un triángulo según sus ángulos,
sin medirlos. Basta con efectuar los cuadrados de las longitudes de los tres lados y
comparar el cuadrado del lado mayor con la suma de las longitudes de los otros

dos. Si esa suma es igual, estamos ante un triangulo rectángulo. Si es mayor, es un

triángulo obtusangulo (el angulo mayor es obtuso. sobrepasa los 90”) Si la suma es

menor,el triángulo es acutangulo (los tres ángulos son menores de 90º),

[ � C���������� aktuell



sr hacernos cajas cuyos ladossean loscuadrados de ¡a ñgura, la cantidadde liquido
que entra en ¡agrande sirve para llenarexaclameme las dos máspequeñas.

Cuando los valores de los lados de un triangulo rectángulo son números ente—

ros,forman un conjunto de tres números que se ha denominado terna pitagórica.

Es decir, que una terna pitagórica es un conjunto de tres números enteros (a, h, ¡:)

que satisface que
az =bz+�≡�

A continuación,mostramos el método para encontrar ternas pitagóricas a través

de la sucesión de Fibonacci,Elegimos cuatro términos consecutivos cualesquiera
de la sucesión,como por ejemplo,2, 3,5 y 8.Con ellos formamos tres números:

1.El producto de los dos de los extremos 28: 16;

2.El doble del producto de los dos centrales 2.(3.5)=30;

3.La suma de los cuadrados de los dos centrales: 32 +5z:34.

Podemos comprobar fácilmente que estos tres números (34,30. 16) forman una

terna pitagórica:

162=236 311)2 =900 342 =l.156=£6+900=1.156.

Lo que obtendremos siempre, en todos los casos, calculando con cualesquiera
cuatro términos consecutivos de la sucesión de Fibonacci que probemos.
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EL PODER DIVINO DE LAS TERNAS

La terna de lados más pequeños y más (anomia es (5,4, a) A lo largo de la mm… se ha

uulizado en forma de cuerdas con nudos a la misma mstama aqua ellos para ���∂�ángulos

rectos, sobre todo para despues construir muros 0 paredes perpendrtulares emre 51

En algunas ��∙�����≤ que ���han negado del Egipto laraómtu pueden verse panaderas de

un rollo de cuerda anudada. ¿Para qué la usaban7 ��sa tensa en el suelo la �������formando

un triángulo, y se usan los nudos para delimitar los lados, resulta ��∂ ∩����de lados 3… 4�≤
Dado que enue esos números se �≡����∂ la (elBCIÓn

31+∆�=57

3,Ay 5 forman una terna pnagonca yel (“ángulo del suelo resulta ser rectangulo, con caretas

3 y 4 e hipotenusa 5
La ������anudada se usaba para��������rapidamente "angulos 1ectangulos,es de…���
gulos en forma de escuadra, con un angulo recio. portamo En �����↑�se ����∂����las cuerdas
anudadas para (rezarperpendculares.Así ����≤��∙���������los campos uwaams ������������↔��
te por El Nllo, se cortaban las piedras delos monumentos. se alaban las paredes y… un una
palabra, se aplicaban las matemáticas elementales ¿ la vvda coumana

Relación entre los términos de la sucesión de Fibonacci

Si escogemos tres términos consecutivos cualesquiera de la sucesión de Fibonacci,

' ' " los dos de los y los con el �J del ter?
mino central veremos que la diferencia es de una unidad (más o menos, según los
términos que elijamos). Por ejemplo, si son 3, 5 y s, en ese caso 3-8_ 52—1 ; en

cambio, si son 5,8 y 13 entonces 5-13=82+1.

En general, la relación que se da entre los términos de la sucesión de Fiber
nacci es

…�H)“
Si aplicamos geométricamente esta propiedad, encontramos algo muy descon-

cel-rante. D'L ' un ' º de lado 8 y … ¿1
, ∙�,�

de lado unidad. e_ndrá 8z =64 cuadritos.A continuación, parcelarnos su interior
en cuatro trozos en la forma que indican las lineas del dibujo adjunto. Con los
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EL TEOREMA DE FERMAT Y LAS TERNAS

Otro teorema, esta vez el de Fermat, es una delos resultados malemáutos más populares de
la nistana de esta crencra Durante mas de tres:!entos cmcuenta años, el teorema de Fermat

fue una de los mas desesperantes enigmas matematrcos, hasta que el bmánico Andrew wnes
lo probe en 1995. Fermat trene una relacrún drrecta con Pitágoras y con las temas El teorema

de Fermat establece que, st En la rgualdad a::bz +c1 de las ternas pttagóncas sustrturmos el

exponente 2 por cualqwer otro exponente entero, la ecuatvon resultante no name soluciones
enteras, es necrr, no exvste mnguna ¡emaentera que sausfaga ¿… een���para ¡»2 .

fragmentos,jugamos como si hiciéramos un puzzle en el que debemos construir
un rectángulo de lados 5 y 13,que conrendráias:65 cuadraditos. ¿De dónde ha

salido el nuevo cuadradito?
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BLAISE PASCAL (1623-1662)

El francés Blarse Pascal ����una rnteirgencra pnc

vrlegrada que se desarrouo en muchos amenos.
En 1654 tuvo un grave acodente del que sano
rlesu nsrcamente pero con secuelas pslqwcas

Sumo una cnsrs mlsnca que le uevo a renrarse

dela vida cnur para refugiarse en la religión

Pascal cultivo la filosofía y la teología, fue un estnc

tor notable e hizo aponacrones muy Importantesa

la (Isma ocupándose de conceptos mal temprana

dtdos en su trempa, como la prestan atmosfenca

y el �∂����Es el mentor de ��� prensa hidraunca y
de ��¡enngurua rematan (onslruyó uno de los pnmeros automatas antmetrcas de la nisrona (su

célebre máquina, denominada pascal/na,sumana y restaoa Sin problemas), aunque sus aportado

nes mas recordadas son las de trae matematrca, en oamcular las relaoonadas (onel tákulo de

probabilidades

Fasral notó que los coenoentes de los monamtas en las sucesrvas potencras del binomio (a+

b)eran justamente las Hneas del tnangulo numenco que en lo sucesivo na llevado su nombre

par, por ejemplo, en el (eso de ra cuarta ���∙��������������∆�∆∂���������≡ �������…
Los coeficientes del pnmer ar ultrmo término son, ��A, o, 4. ��lo que se corresponde con la

norma unaa de su ���������
Para comprender este fenómeno,hay que calcular con precisión los ángulos de

las rectas que parcelan la primera figura,Veremos que no son exactamente iguales.
Al componer la nueva figura no forman un rectángulo perfecto,sino que dejan di—
minutos espacios entre las piezas.Estos espacios suman la superficie del cuadradito

que parece venir de la nada,

El término general de la sucesión de Fibonacci

Definido por recuuencia,el término general de la sucesión lo encontró en 1843 el
matemático francés Jacques Binet.Su expresión es
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1117111
Mediante esta fórmula se puede demostrar que la sucesión de los cocientes en—

tre un término y el anterior de la sucesión de Fibonacci tiene por limite el número

de oro.

El triángulo de Pascal y la sucesión de Fibonacci

Aunque el triángulo de Pascal es conocido con otros nombres fuera de Euro—

pa, es sin duda una de las disposiciones numéricas más célebres. El matemático

francés la utilizó para avanzar en el descubrimiento de la fórmula general de la

potencia del binomio, pero esa disposición triangular de los números ya era co—

nocida por los cientificos chinos y también por el matemático persa del siglo xn

Omar Khayyám.

El triángulo de Pascal se compone de la siguiente manera: la primera fila
es 1,después, cada fila tiene un número más que la anterior y cada uno de sus

elementos es igual a la suma de los dos términos que tiene encima, en la fila su-

perior. Su propia definición indica su relación con la sucesión de Fibonacci,que

se define de manera parecida.

1
11
121
1331
14641
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1828 5670 562881
19 36 84126126 84 36 91

1 10 45 120 210 252 210120 45 101
1 1155 165 330 462 462 330 165 5511 1
112 66 220 495 792 924 792 495 220 66121

113 78 286 7151287171617161287 715 286 78131
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Con estos antecedentes. no podemos esperar otra cosa que una relacrón

numérica directa entre ambos. Basta con sumar en diagonal los elementos del
triángulo de Pascal,para conseguir la sucesión de Fibonacci.El esquema siguien-
te permite comprobarlo con facilidad:

Números primos en la sucesión de Fibonacci

En una sucesión con tantas peculiaridades como la de Fibonacci la variedad de
manifestaciones es inacabable. Por ejemplo, podemos observar que los términos a,'

de la sucesión de Fibonacci que son primos sólo pueden ocupar lupres n que sean

primos,mientras que lo contrario no es cierto. Por ejemplo,el término ¡:=19 (un

lugar primo),es a" =4.181: 37 -113 (por tanto no primo).
jugar con los números primos en Fibonacci nos muestra también una conjetura

todavía no demostrada: la sucesión de Fibonacci contiene infinitos números prie
mosA dia de hoy.nadie sabe si esta conjetura es verdadera o falsa.

NÚMEROS PRIMOS

Un numero cuyosu'nrcos orvrsores son el mrsrno y !a umdad se Hama pnmo Sr ����dwrsores

drferentes de esos dos se llama compuesto. Son pnrnos 7, 13 o 23, compuestos lo son 6 (que
tiene a 2 y 3 por dwrsores'r o 32 (con 2, 4, s o 16) Cuatnurer numero se puede expresar corno

[reducto de numeros pnmos, de ahí su nombre

45





Capítulo 2

El rectángulo áureo

En el capítulo anterior hemos visto de qué manera ha sido presentada tradicional-
mente la proporción áureo: una recta está dividida en media y extrema razón cuando
la longitudde la línea total es a la de la parte mayor,como la de esta parte mayor es a

la de la menor,es decir,que el todo es a la parte como la parte al resto.Veamos ahora
cómo se puede dividir un segmento en media y extrema razón de forma gráfica.

División de un segmento en media y extrema razón

Tenemos un segmento AB de longitud ¡¡y queremos hallar un punto X que lo

divida en dos partes cuya proporción sea q). Explicaremos el procedimiento en tres

etapas:

a) Construimos un triangulo rectángulo de catetos ¿¡ y rr/2.

C

a/Z

A B

b) Con centro en C y radio CB (por tanto, igual a a/Z), trazamos un arco de

circunferencia que cortará AC en S.

a/Z



c) Con centro en A y radio AS, trazamos otro arco que corta AB en el punto

X. Ese punto cumple que AX=x=AC—(a/2), Por lo tanto, es el punto

que buscamos. Podemos comprobar que cumple que AX/XB=€1>.

C

><

Este procedimiento es conocido como laTeoría de la Construcción. ¿Por que
nos permite construir la sección aurea? El puntox será el buscado si cumple

(1)

Pero a su vez. recordando la expresión del cuadrado de un binomio (a+!)2 = ?

=s2 +Zst+¡2,la expresión (1) puede adoptar la forma

1 z

[x+£] :::2+[5J .2 2 (2)

Según el Teorema de Pitágoras,se puede interpretar en esta expresión (2) que
la hipotenusa de un triangulo rectángulo de catetos de longitudes ::y a/2 medirá

(x+a /2).
Eso es exactamente lo que pasa con la hipotenusa AC, que mide (x+a/2)s

Si le quitarnos la distanciaC$:CB:a/2, tendremos una longitudA5 =x =AX.
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La forma de los rectángulos y el número áureo

En las carteras y los bolsos de los ciudadanos modernos se acumulan documentos

identificativos y tarjetas de todo upo: tarjetas de credito o de visita; carnés de bi—

bliotecas, piscinas,gimnasios o Videoclubs; en algunos paises, carnés de identidad
o de pertenencia a algún servicio público de salud… Los extraemos y volvemos a

guardarlos a diario sin prestar atención a un hecho que no es circunstancial ni ca-
rece de importancia: la mayoria de ellos tienen el mismo tamaño y forma, o, como

mínimo,la misma proporción.

Averiguar que razón subyace a todo ello es tan facil como medir y comparar
sus lados: el cociente entre las longitudes de los lados mayor y menor es, en la
gran mayoría de los casos, un número muy próximo a 1,618,el número cl). No es

ninguna casualidad que el cociente de la mayoría de las tarjetas examinadas sea el

mismo:se trata de una medida convencional,

Tomamos ese cociente entre las longitudes de sus dos lados distintos para defi-
nir la forma de los rectángulos.Si coincide, diremos que tienen la misma forma.En
términos matemá 'cos, diremos que los rectángulos con esa propiedad son recta'n-

gulos semejantes Por tanto, dos rectángulos que tienen los lados de longitudes m,n

y p,q (conm<ny p>q),serán semejantes cuando

(3)

Existe un truco—Efectivo y muy sencillo para reconocer si dos rectángulos cum»

plen la propiedad sin medir ni hacer cocientes.sin necesidad de lápiz ni papel algu-
no.Basta con colocarlos con un vértice coincidente y trazar la diagonal que parte

del mismo:si coincide en ambos es que son semejantes.
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El cociente m/ri caracteriza a un rectángulo-Asi,hablaremos de rectángulo mó-

dulo le cuando el cociente m/n Valga le. Cuanto menor es el cociente m/n, mas
alargado es el rectángulo.El caso extremo lo encontramos cuando m/n es la uni—

dad. Entonces conseguimos una figura particular que nos resulta muy familiar: un
cuadrado,El cuadrado es un caso particular de rectangulo, el de módulo 1.Como
vemos,no todos los rectángulos son tan parecidos como pensabamos,

Encontramos pruebas patentes de las diferencias entre rectángulos —de todo
tipo,no necesariamente aureos— cuando observamos la evolución de las pantallas
de los televisores () del cine. El tamaño clásico de los televisores era la propor-
ción 413, Un proceso exitoso de cambio de formato ha implantado un nuevo

estándar, el de los televisores planos y digitales, de proporción 1619.En ambos

casos, se trata de la relación entre las longitudes de sus lados. Si vemos una peli?
cula o unprograma en ambas pantallas a la vez advertiremos el enorme efecto de

la proporción del cuadro en la imagen que contiene.En los televisores antiguos,

por ejemplo, las figuras humanas son mucho más estilizadasv más alargadas en

sentido vertical, mientras que en las pantallas planas las figuras humanas parecen

achaparradas. ¿A qué se debe la diferencia y cuál de las dos imágenes está sien—

do distorsionada? Un simple calculo nos muestra que no son rectángulos de la
misma forma. Desde un punto de vista matemático, está claro que 9/16 ≠ 3/4.
Calculemos:en realidad 3/4 = 0,75,mientras que 9/16 = 0.5625.El rectángulo
visual de la televisión clásica es de módulo mayor. Los teleVisores panorámicos

distorsionan en horizontal la señal televisiva tradicional porque la pantalla es más

alargada,
El efecto contrario tiene lugar cuando una pelicula rodada para la gran pantalla,

en formato panorámico,se visiona en una pantalla 413, mas cuadrada.Normalmenf
te se recorta la imagen por los laterales para llenar toda la pantalla,con lo que no

sólo se pierde imagen, sino una parte importante de la magia.
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EL RECI'ÁNGULO EN UN OBJETO COTIDIANO:
LAS MEDIDAS DE UNTELEVISOR

Como sabemos, las mmaños de los ielevlsores se dan en pulgadas y segun la longitud de la

diagonal de la pantalla… La pulgada es una unidad del sistema anglosajón de medidas, equi-
valente ¡¡2454 cm Su nombre vlene del dedo pulgar y es una aproxlmaciorl a la medida de Ia

pvlmera falange de ese dedo.

En la mayoria de paises de tumpa el sistema de medidas más habitual es el Srstema Metrim

Decimal, por lo que a muchos europeos les resulta dlfltll ¿ veras saber qué medidas exactas

tiene el nuevo televisor que van a comprar. Conociendo las pulgadasdela pantalla yla relación

entre ≤��lados, podemoscalcular su tamaño exacto en !érmlnosmás comprensibles, que nos

eviten sorpresas desagradables, como descubrir que no encaja donde queriamos instalarla.

La pantalla de untelevisor de 32“,enformio las,tiene una diagonal de 52xz,54=5uscm.

Por tanto, sus dlmensrones reales son ?a y lóa. En esie punto, aunque parezca mentira.unode
��≤ teoremas más antiguos de la historia va a ayudarnos a resolver el problema mas reciente.

Para calcular el valor de ¿ uil|lZEm05 el teorema de Pltágoras:

(sali+(1sali =litzsz
8157 +25631=33751=66Cñ,44
az �������∆������≡����
a: 19, 4,43cm.

Así, las dimensiones de la pantalla serán 9x4,43&60 cm y lGXA,4357lmi. Es decir,

40><71(m.

El mISmO cálculo nos permite saber que una televislún de 32", en formato antiguo ∆���darla

una pantalla de 49x65 (m.La cual nos lleva a una conclusión que excede al ámbito matemá—

tico: ,no podemos Suslltull alegremente nuestra telemstón por el modelo nuevol Aunque la

pantalla tenga las mismas pulgadas, puede ser que el nuevo televlsor no quepa donde estaba

el otro

Reconocer y construir un rectángulo áureo

Como ya hem'ís'explicado, un rectángulo es áureo cuando la relación entre sus

lados es (13,0sea, cuando su módulo es ¡PA partir de ahora llamaremos a los rec—

tángulos áureos por sus iniciales: RA,Vamos:ver la manera de construidos y de
reconocerlos con facilidad.



Quizás lo mejor es comenzar con algunas propiedades de los RA que nos per-

mitan llegar mucho más allá. Como ya hemos visto… para dividir un segmento AB

en otros dos de forma que la longitud del mayor de los cuales sea © veces el me-

nor,hay que marcar sobre aquél un punto interior X que cumpla

AB/AX =AX/XB
M m

l———l————i
A X B

Entonces,llamaremosM a la longitudde AX y m a la longitud de XB.En ellas,
se cumplirá (teniendo en cuenta que AB mideM + m) que

(M+m)/M:M/m: (D. (4)

Supongamos que tenemos un RA como el de la figura de la izquierda. Si

colocamos en su lado mayor un cuadrado de lado igual, conseguimos un nue?

vo rectángulo de lados M y (m + M), como vemos en la figura de la derecha,

De acuerdo con la relación (M + m)/M = M/m, si el rectángulo original era

RA (es decir, cumplía que M/m = d)), también lo es el que hemos conseguido,
porque (M + m)/M�������Con este método, además, podemos obtener RA
cada vez más grandes.

"' m+M

Lo mismo pasa si a unRA le quitamos un cuadrado de lado igual al menor del

RA,como vemos en la figura inferior,puesto que también se obtiene un rectángu-

lo de lados my M — m.Evidentemente,en este caso el rectángulo resultante es mas
pequeño,pero será también un RA.si cumple que

m =$↔∟�����M—m m (I)



EL GNOMON

Los pensadores de la Grecia clasira observaron que algunos objetos naturales�������en rama»
ño, en magnitud, pero siempre conservaban la forma Denominalon el fenomeno crecimiento

gncmónlco

El lnverltot�Ingeniero Heron de Aleienrirla lo definió de la siguiente manera��gnomon es

cualquier figura que, añadlda a ���≡ ngure on'glnal, produce una flgura semeienre ala original.

En el caso del RA, su gnomun es uncuadrado de lado igual a la dlmenSlÓIl mayor del mismo,

ComoM/m=fbpor(4),seráM �−���−↕
m m

,����queriamos

demostrar.

m

Como en el caso de los rectángulos semejantes, existe también un método

rapido y sencillo para reconocer si un rectángulo es áureo sin tener que medir
sus lados y hacer la división.Tomamos dos rectángulos iguales y los colocamos

unojunto al otro, el primero horizontal y el segundo vertical. con los lados en
contacto, como vemos en la primera figura inferior. Entonces unimos los vérti—

ces A y B con una recta () con el borde recto de cualquier objeto, como muestra

la segunda figura. Si la linea recta pasa exactamente por el vértice C se trata de
dos RA.

B

C

,����∙� M
m

m

A M E D
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¿Cómo se explica este hecho? Bien, recordemos el teorema de Tales: si dos

paralelas cortan los dos lados de un triángulo. producen segmentos proporcionales.
En la segunda figura, vemos queAB pasará por C siempre que

AD/DB = AE/EC.

Sin embargo, si hacemos aparecer los valores de cada uno de esos lados, resulta
lo siguiente: (M + m)/M = M/m,
Y ¡sinos topamos, de nuevo,con la igualdad (4) de definición de (D.
Si tenemos a mano un compás áureo (véase la explicación de cómo cons—

truirlo en el recuadro de la página siguiente), basta con poner en uno delos

LA CONSTRUCCIÓN DE UNCOMPAS ÁUREO

El compás áureo es un sencillo instrumento que uno mismo puede construir mn facilidad y que
permite trazar segmentos que guarden entre sí la pmpoicion aurea, o comprobar si dos segmentos

guardan entre sí esa proporcion. Hay varios métodos de construcción de un compás áureo

El más sencillo (onsiste en cortar dos tiras de cartón, plástico ¿: made-

ia fina, acabadas en puma, de 2 cm de ancho

y 34 cm de largo, en las que practlcamos ��
agujero 5 una distancia de 13 cm de uno de

los extremos.

Unlmos ambas tiras por ei agujero de manera

que puedan anicuiarse Podemos usar un en.
(uademador, por ejemplo. AI moverlos obte-

nemos dos triángulos isósceles de lados iguales

que miden 21 y 13 (m. Al ser dos términos

consecutivos de la sucesión de Fibonacci, su

cociente es próximo a º. La relación entre las

distancias delas dos puntas de los extremos

será ¡amblén0.

Su usoes muy fácil. Para ver si dos SengHiOS está» en relacion áurea hasta ton abrlr el extremo

hasta que coincida con el segmento menor y, sin variar la apertura de los dos brazos del compás,

poner el otro extremo en el segmento grande Si mineide con su longitud, los dos segmentos

están en relación áurea
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extremos uno de los lados y ver si la apertura del otro extremo coincide con el
ctm ladoa Cuando esto suceda será un RA.

Construcción de un rectángulo áureo

Con nuestros últimos descubrimientos, el viaje a partir de ahora es mucho más ¡5—

cil. Para construir unRA,no tenemos más que hacer uso de todas las propiedades
que hemos visto hasta ahora.

Partimos de un cuadrado ABCD cuyo lado será el menor del RA que vamos

a construir. Marcamos el punto medioM de uno de sus lados AB. Con centro en

My radio MC (distancia de M a uno de los vértices que no están en el lado al que

El segundo metodo de consiruccran de compases áureos es más sofisticado, pero nias completo en

sus mediciones, pues muestra ∙∙���ia rnediacomo la extrema razón. Requiere����tiras algo rrias

estrechas, de 1 Cm de ancho Dos de ellas,
deben tener una longitud de 34 cm; otra A

de 21 (my la Última de 13cm Piacticamos
en todas ellas dos agujeros; ei ¡mineroen

un extremo y el segundo, a 13 cm, como
indita ia priniera figura Despues, las uni-

mos de ia manera que podernos ver en la 5

segunda figura.

¡

En esta construcción de compases se cum—
ple io Sigulente:

AF _ H:341cm
BG= 21cm
AB AC=BE=CE=1ECm

Si hacemos memoria, todas estas distancias que estamos encontrando son uerminosde la sucesión

de Fibonatu. Cuando aniculemos el (ompás, la relatión entre las distancias de los extremos FG

y GH será tambiéwáñ próxima a sb. A! situar los extremos F y H del compás sobre una recta
cualquiera (de nasia 63 cm de longitud), el extremo6marca un punto que divide la rene en dos

segmentos M, mtales que M/rri =0.
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pertenece M) trazamos un arco que corte la prolongamón de AB. Llamaremos E
al punto por donde corta, La longitud de AE es la longitud del lado del RA que

buscamosA partir de entonces. hasta con hacer la perpendicular por E que corta

en F.Asi. conseguimos el rectánguloAEPD, nuestro deseado rectángulo áureo.

D C F

Aprovechemos el RA que hemos construido para comprobar la relación

aurea, calculando sus lados. Supongamos que el lado AB = AD = 1 y hallamos

AE =AM+ME = 1/2 + ME .Como ME es igual a la hipotenusa del triángu-

lo rectángulo MBC,podemos aplicar el teorema de Pitágoras y tendremos

msz =Mc2=MB2+Bc2=(1/2)2+12=1/4+1=5/4.

De donde

�∕��√���∙
Y por tanto

Es decir, que los lados del rectángulo AEPD que hemos construido son 1 y ©.
Es el RA que buscábamos,

Propiedades del rectángulo áureo

Si le quitamos un cuadrado a nuestro RA recién hecho, resulta un rectángulo
BEFC que también es áureo. Si hacemos las diagonales de esos dos RA veremos

que se cortan siempre en ángulo recto.Eso pasa con los pares AF y ED,así como

en DEy BF,que son perpendiculares entre sí.
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Podemos verlo en las figuras siguientes:

A B E

Consideremos un momento el RA de la segunda figura para descubrir una

propiedad muy sorprendente, Si buscamos otms RA cada vez más pequeños a tra—

vés de sucesivas sustracciories de cuadrados,y en cada una de ellas trazamos las dos
diagonales que aparecen en la figura, observaremos que todas están situadas sobre

las dos rectas DEy BFAsí,serán siempre perpendiculares y su punto de corte será

siempre el mismo punto 0,



Si pudiéramos ver con un microscopio todos los rectángulos que se pueden
ir formando al ir sustrayendo cuadrados, veríamos que el punto de corte de esas

diagonales permanece constante aunque vayamos disminuyendo su tamaño en un

factor (1).Esta increible propiedad es exclusiva de los RA.

El punto0 es una suerte de vértice, una especie de agujero negro,unpunto de
atracción infinita donde convergen los innumerables RA que puede generar nues—

POLÍGONO REGULAR Y POLÍGONO lNSCRlTO

Un poligono es regular cuando trene tanto los lados como los angulos iguales No basta con que

se dé una delas condinones ��rombo, por elemplo, tiene los lados iguales. pero sus angulos no
lo son, por lo que no es regular El poligono regularde cuatro lados es el cuadrado. Porotro lado,

el rectángulo tiene los cuatro angulos de ºnº, pero sus lados no tienen la merma longitud, luego

tampoco es regular

Por su pane, el poligono inscrito en una (lrcunferenrla es aquel cuyos vértices son puntos de la

circunferencia. si se trata de un polígono regular de n lados, uniendo el centro dela clrcuníerenda���dos vertires consecmlvus del poligono,tenemos un triangulo isosteies cuyos lados iguales son
dos radios, el lado desigual es el del polígono y el angulo desigual (también liarnado angulo en el

centro) es de (36001)º
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rra imaginación geométrica. Por las cualidades extraordinarias de esos rectángulos,

se ha propuesto llamar a ese punto (el ojo de Dios».

Si inscribimos un decagono regular (esto es, un polígono de diez lados iguales,
cuyos angulos sean también iguales) en una circunferencia, la relación entre el ra—

dio de la circunferencia y el lado del poligono es exactamente <i>.
Por lo tanto, podriamos decir que un RA tiene por lados el radio de la cir?

cunferencia y el lado del decágono regular inscrito en ella. En el tercer capítulo

veremos con más detalle las razones que explican este comportamiento.

Otros rectángulos notables

Como se ha visto en el recuadro de la pagina 47. los rectángulos de las pantallas
de los televisores (4:3 y 16:9) son notables,al menos por su presencia en nuestra

vida cotidiana.A continuación echaremos una mirada a otros rectángulos que nos

encontramos a diario y los compararemos con los RA para apreciar mejor la sin?

gularidad de los rectángulos módulo (P.

Rectángulo√�
Partimos de un cuadrado ABCD de lado 1.Con centro en uno de sus vértices (por

ejemplo A),y radio la distancia entre este vértice y el opuesto (en nuesrro ejemplo,
AC), trazamos un arco que corte la prolongación de AB en unpunto que llamare?

mos E.La longitud de AE, por ser la diagonal de un cuadrado de lado unidad, es
2 ,y por tanto el rectángulo construido es de dimensiones 1NE.A�����de

ahora, llamaremos a este tipo de rectángulos RR.

D C F



La propiedad característica de losRR es que si dividimos el lado mayor por la

mitad obtenemos otro RR con la mitad de superficie del rectángulo inicial. Los

lados del nuevo rectángulo serán 1 y ���∕ 2 .cuyo cociente es de nuevo 2 .

−���√�Por tanto el gnomon del RR es el mismo.En efecto √∕−√�
Este proceso se puede iterar incontables veces para obtener nuevos rectángulos

RRiLo mismo se puede hacer duplicando el lado menor de un RR:se obtiene
otro RR.La siguiente figura muestra el resultado de varias iteraciones.�

Esta propiedad de los RR se aplicó en el diseño de las hojas que se utilizan en
la actualidad en papelería: el conocido formato DIN. Las letras DIN son las ini—

ciales de Deutsches Institut fiír Normung,el Instituto Alemán de Normalización,

que presentó el formato en 1922,siguiendo un desarrollo del ingeniero Walter
Porstmann.

Los diferentes tamaños parten de una subdivisión del tamaño mayor, deno-

minado A0, una superficie de 1mº,Cada una de las subdivisiones se numeran de

manera creciente (A1,A2,A3,A4...),siempre con formato RR,La proporción se

mantiene simplemente cortando por la mitad cada unidad.La ductilidad y sencillez

del formato lo ha convertido en un estándar internacional, utilizado en la mayoria
de los países.

En términos de polígonos inscritos, el rectángulo RR es el que tiene como

lados el radio de la circunferencia y el lado del cuadrado regular inscrito en ella. La
historia de la arquitectura ha visto con frecuencia el uso de ese rectángulo como
planta de edificios.
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El rectángulo de plata 1 +�∕�
El rectángulo de plata se obtiene al añadir al RR un cuadrado de lado 1.Es un

rectángulo de módulo (li-sE),que, como vimos en el capítulo anterior, es la
solución de la ecuación x2—2x—1=0, y se llama númerº de plata. El rectángulo

que obtenemos con este método es más alargado que el anterior, lo que da ese

beltez a las construcciones donde se utiliza, como portales de templos o plantas
de edificios.

El rectángulo cordobés

El estudio de las proporciones en los principales monumentos arquitectónicos mun

sulmanes de Córdoba, entre los que destaca la famosa Mezquita, de mihrab octo-

gonal. permitió al arquitecto español Rafael de la Hoz (192472000) encontrar el
rectángulo que explica su estructura.Asi, De la Hoz enmarcó las proporciones que
habia recogido como un rectángulo cuyos lados son el radio de la circunferencia y
el lado del octógono regular inscrito en ella.El resultado es el rectángulo cordobés.
de aspecto menos alargado que el RA.

a ∕���l
_ v/



Para calcular el módulo de este rectangulo hay que hallar el lado L del
octógono regular inscrito en función del radio R. Hallados éstos, se obtiene
que

Esta es la llamada proporción cordobesa o número cordobes.

Las espirales y el número de oro

Algunas de las manifestaciones más prodigiosas de © se encuentran en las espirales,
en las que 11) tiene comportamientos curiosos. Supongamos que partimos de un

RA al que vamos restando cuadrados para obtener nuevos RA, siguiendo el procer

so que ya conocemos.

En cada uno de los cuadrados que sustraemos, trazamos cuadrantes de circun-

ferencia con radio el lado del cuadrado y centro en el vértice de cada uno de ellos.
Es decir, en los puntos 1,2,3.4.5…
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Si continuamos de forma indefinida con la sucesión de cuadrantes, se obtiene la

llamada espiral logaritmica,

%
LA ESPIRAL Y JACOE BERNOULLI
La rurva esdrral y siis propiedades han despertado la ed-
mlÍaEIÓn de grandes flguras del mundo matemático El

eelebre Jacob Bernoulli (15544705)tire panlculatmeute

seducido por las espirales, a las que dedicó anos de ���−
dio 5… atractlón por ellas le llevo a pedir que se grabata

iina esplral en≤�tumba con el lema etEadem rniirarn le-

siirgo», que srgnirira �∂����≡ transformado, resurj'osiem-

pre lona/» Sin embargo, pesea las rlgurosas disposiciones
del rnaierriaiird, la casualidad quiso que el grabador de la

lapida ndexonera una espiral logaritmlca,sino otra serie

de arcos, a los que no se puede adjudlcar la aseveraclon

Jacob Bernoulli debio de retorretse en su tumba
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La espiral es una curva cuya forma no se altera cuando cambia su tamaño, tanto

si aumenta como si disminuye. Esta propiedad se llama autosimilítud.

Otra importante propiedad de la espiral es que es equiangular, es decir, si
trazamos una linea recta desde su polo,esto es su punto de inicio, hasta un pun—
to cualquiera. el ángulo de corte es siempre el mismo. Según esta propiedad, si
queremos mantener constante el ángulo con el que observamos un punto, ter

nemos que aproximarnos a él siguiendo una trayectoria que forme una espiral
logaritmica.También se le llama espiral geométrica, porque el radio vector, es

decir, la recta que une el vértice con un punto de la espiral, crece en progre—
sión geométrica, mientras el ángulo que forma ese radio 10 hace en progresión
aritmética.

De manera estricta, la curva que acabamos de crear por este método no es

una espiral, puesto que está formada por diferentes arcos de circunferencia (cua?

drantes) unidos de forma artificial, pero es una buena aproximación de una es-

piral logaritmica.La espiral no es tangente a los cuadrados, sino que los corta,

aunque con ángulos muy pequeños. La espiral logaritmica auténtica es la figura
siguiente:



Si se ejecuta el mismo crecimiento teniendo en cuenla una variación similar en

la altura, conseguimos una espiral tridimensional como la del dibujo:

Las cualidades de la espiral no sólo han atraído a los científicos. sino a muchos

artistas.

ElneerlandésMauritius Cornelius Eseher(1898»1972), conocido por sus ñguras imposibles,
reselarioriesy mundos imaginarios, eimenró su abm de forma solida sobre las matemáticas,

y usó laespiral con profusioii, como en el caso del grabado, Espirales, de 1953.
v(f“"

No hemos agotado aún los paisajes espirales; en realidad,no hemos hecho más

que iniciamos en ellos.Veremos más adelante cómo aparecen en los triángulos
áureos y cuán recurrente y hen-nosa es su figura en la naturaleza
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Capítulo 3

El número de oro
y el pentágono

Los asirios descubrieron de manera natural el pentágono;aparece en sus tablillas de

barro,donde podemos ver marcas de los cinco dedos en la arcilla blanda. La figura
supuso un problema para los griegos.En su opinión, el único método valido para
trazar figuras geométricas eran la regla y el compás. pero con ellos no es posible
dibujar de forma directa un pentágono regular.

El pentágono regular

La construcción con regla y compás, según la iniciaron los antiguos griegos,y es

comprendida en su término tradicional. es un método con muchas restricciones,

algunas de las cuales suenan un poco caprichosas. Consiste en el trazado de puntos,

rectas (0 segmentos) y circunferencias (o arcos) con una regla de longirud infinita,

sin marcas que permitan medir o trasladar distancias, un solo borde y un compás.

Por ese procedimiento,puede trazarse la mediatriz de un segmento (perpendicular
en su punto medio),la bisectriz de un angulo, el simétrico de un punto respecto a

otro, la recta paralela o la perpendicular a una dada por un punto, la proyección de

un punto sobre una recta, y también se puede dividir un segmento cualquiera en

un número dado de partes iguales.
Hay una serie de famosos problemas clásicos, cuya celebridad se debe precisa-

mente a que no pueden resolverse con regla y compás, Por ejemplo, la cuadratum
del circulo (o sea. encontrar un cuadrado cuya área sea igual a la de un circulo
dado), la duplicación de un cubo (o sea, hallar la arista de un cubo cuyo VOIUmen

sea el doble que el original) o la trisección de un ángulo (o sea, dividir un ángue

lo dado en tres angulos iguales) Por el procedimiento directo de regla y compás,

tampoco se pueden construir algunos polígonos regulares,como el heptágono o el
pentágono.

Sin embargo. el pentágono regular si puede trazarse indirectamente con regla y
compás con la ayuda de <p,y de esa forma el número o entró en el espacio de la
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K, F.GAUSS (1777—1855)

EI matemático alemán Karl Ftledrlch Gauss es una
delas grandes llguras de la ciencia, conocido por el

título póstumo de iiPrlncipe de los Matemáticos».
Escogió dedicarse a las matemáticas, de entre otras

disciplinas en que también destacaba, iras demos»

trar que el heptaliecágono regutar, el poligono de

17 lados, se puede construir con regla y compas. El

descubrimiento seria clave no solo para su carrera,

sino también para el desarrollo futuro de las mate—

máticas. Consiguió el resultado cuando todavia no
habla cumplido los lº años.

geometría griega.También fue uno de los motivos del despertar del interés de los
clásicos en esta proporción.

Ahora. consideremos un pentágono regular en el cual se han dibujado las dia—

gonales,
B

Consideremos el triángulo BED,uno de los tres tipos de triangulos isósceles

que aparecen en la figura. Sus lados iguales BE = BDson la medida e de la diago-
nal del pentágono (que equivale al lado de la estrella pentagonal). Por otra parte,

el lado ED es el lado ¡:del pentagono,que tomamos como unidadp:1.Podemos

comprobar que se cumple la relaciónEB/ED=e/¡:=e/1=<D que es la relación

aurea. Es decir, que e=(l).
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UN PENTÁGONO REGULAR CON UNA TIRA DE PAPEL

Pese a todas las restricelones, hay una forma sencilla

de ���≤��un pentágono regular, siempre que no

nos pongamos muy rlgurosos con el resultado. Basta

con coger una lira de papel y hacerle un lazo o nudo.

Lo que nos queda delimita un penlágono regular Se

puede observar el dibujo de la tira. Tenemos el pen—
tágono regular ABCDE, cuyo lado es la anchura de la

tlra inlclal,

Haciendo la bisectriz del ángulo D,se obtiene el triangulo DEE Este tiene los
mismos ángulos que el original BED,y por tanto, ambos son semejantes. Luego se

cumple que
EB/ED=Fl)/EF. (1)

ComoED=FD=FB=1yEF= EB—lsustituyendo en (1) se tiene

�−�
1 EB—l
EBº—EB=1

�����−���
=$…
2

EB



EL TEOREMA DE MORLEY
Como los grlegos no podían realrzar la trlseccíon de un ángulo, le dedicaron pam exención.

Por eso no conoclan un teorema tan sencillo y elegante (omo el de Morley" ��se dividen en

tres partes |guales,es decir, �≤���∏�los ángulos interiores de un mangulo cualquiera por

medlo de pares de semrrrectas que parten de cada Vertice, los pares de semirrecras adyacen»

tes a cada lado se cortan en tres puntos que determínan slempre un mangulo equílátero

Es de…, que no ¿mporla el vpo de triángulo del que ganamos. siempre se obtiene una

equrlátero por intersección de las rectas trisennzes.
Al contrario que la mayoría de resultados sobre triángulos, ya conocidos por los griegos y ���
más de vemte srglas de historia, este teorema tiene pammás de (¡enaños. Fue des…hieno��mmpor Frank Morley (1860-1937)y no fue publicado hasta veinte años mas tarde.

A

V
E/mángu/a EqulláfEVD FED eS un mángulo Mar/ey.

Así se consigue demostrar lo que pretendíamos:que la relación entre la diago-
nal y el lado de un penrágono regular es ©,

dentro del , ' “�.Si 'º

el penrágono y los triángulos que aparecen al marcar sus diagonales, vemos que
sólo hay nes ángulos diferentes: 36“,72º y 108“.Además, como 72 es el doble de

36,y 108 es el triple de 36,son todos múltiplos de 36“.

Aparecen muchos triángulos isósceles. pero sólo tres tipos diferentes: los

Pero las '

triángulos ABB, ABF y APG Los demás son semejantes a alguno de éstos

y sólo hay cuatro segmentos de longitudes en ellos. Son los que llamaremos

BE=n,AB=AE=b, AF=BF=AG=cyGF=d,siendo además a>lz>£>d.
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En cada uno de estos triángulos, aplicamos el teorema del seno. que establece

que en cualquier triángulo, el cociente entre la longitudde un lado y el seno de su

ángulo opuesto es constante.En el triángulo ABE:

a _ b �∙�salmº

sen108º sen36º ') sen36º

b ¿ b _ sen108º
sen1(Bº_ sen36º ¿ − sen36º

Y por fm, en el triangulo AFC:

A v 36º 720' F

[ d. : sen72º sen108º:�− −
G sen72º sen36º d sen36º sen36º

Como 72º= 108º—1C8º, y los senos de dos ángulos suplementarios son iguales,
se tendrá que sen72º=senlOSº.

Por tantóííoaemos establecer las siguientes proporciones:

b :: sen108º
sen36º

=1,618033988._.

u—ln
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La trigonometría nos ha ayudado a deducir que al ordenar las longitudes de

los cuatro segmentos de mayor a menor, la razón entre cada una y la siguiente es
constante e igual al número de oro…

Podemos obtener esa relación de otra forma. a partir de la primera de estas

igualdades, teniendo en cuenta que ¿:d—b, y tomando como unidad el lado del

pentagono,es decir !;= .

Como vemos, dos de estos segmentos consecutivos cumplen la proporción aurea.

El triángulo áureo

Acabamos de Ver que el pentágono y sus diagonales conforman dos tipos de triáne

gulos isósceles. El primero tiene ángulos 36º.36º.y 108“.mientras que el segundo
los tiene de 36“, 72” y 72º.En ambos casos, la relación entre el lado mayor y el me—

nor es igual a ©. Por eso se les llama triángulos áureos (y nosotros les llamaremos

TA en lo sucesivo). En ocasiones, se da nombres específicos a cada uno: se llama
triángulo áureo al de 36º, 72“ y 72“, mientras que el otro, de 36”… 36º,y 108”,se

denomina giomon áureo. Nosotros no haremos distinciones.
Así pues,al trazar las diagonales de un pentágono regular,vemos surgir en su

centro otro pentágono regulan rodeado porTA.Asimismo, las puntas de la estrella
son tambiénTA.

Por intermedio de unTA,se puede construir un pentágono regular con regla y
compás.Se partede un segmento de longitud 1,delque se construye su razónáurea

(como hemos visto en el capítulo anterior).de longitudx.Entonces,se construye

unTA de ladosxy 1.Se haceuna circunferencia de radio 1,con centro en el vértice

de ángulo 36“ (opuesto al lado de longitudx).El lado del decagono inscrito en ella
es x. Una vez construido el decágono. unimos dos vértices alternos, dejando
cada vez uno en medio sin unit. Con ellos habremos construido un penta'gono
regular.

El mismo método serviría para construir polígonos regulares de 10 lados, que

es lo que hacían los geómetras griegos de laAntiguedad en un ejercicio de admirar
ción por las posibilidades matemáticas de la proporción aurea.
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Según la construcción que acabamos de Ver, un RA tiene por dimensiones el

lado del decagono regular inscrito en una circunferencia y el radio de la misma.

Ya vimos en un capítulo anterior que se puede obtener una espiral logaritmie
ca a partir de un RA,pero también puede obtenerse a partir de unTA ABC de
ángulos 36º, 72º y 72º (en el que seraAB/BC=$).Si bisecamos el ángulo en B,

obtenemos dos triangulos: DAB y BCD. El primero tiene ángulos de 36“. 36“ y
108“,luego es un triángulo áureo.

El segundo,BCD,es semejante al original, luego también 19 es. Si continuamos

el proceso,bisecando el ángulo C, obtenemos otro CDE, que vuelve a ser seme-

jante a los dos anteriores.
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Es un buen momento para recordar como obteníamos RA de menor tamaño

en el interior de un primer RA por el proceso de sustraer cuadrados.En el caso

de losTA, si seguimos haciendo bisectrices, iremos consiguiendoTA más reduci-
dos en el interior del primero.El proceso equivale a ir sustrayéndole un gnomon

aureo. Con ello, se obtiene una sucesión de TA espiral de triángulos que con-
Verge. de manera similar 31 tejo de Dios» de los RA,¿¡ un punto de crecimiento

infinito.

El simbolismo de la estrella pentagonal

No sería nada descabellado preguntarse por qué razón las estrellas que la humani-

dad ha obsetwdo desde siempre en el ñrmamento han acabado representándose

mediante pentágonos estrenados. El sentido común hace pensar que se debe a su

centelleo, provocado en nuestra percepción por la variación de densidad del aire y
los fenómenos atmosféricos. Sea como fuere, poco ha cambiado este conjunto de

circunstancias desde los primeros tiempos en que nuestros antepasados comenza-

ron a escrutar los cielos con la intención de descifrar sus significados ocultos. Las

representaciones de estrellas en forma de penúgonos estrellados son muy antiguas;
se han encontrado tanto en tablillas mesopotámicas como en jeroglíficos egipcios,

El símbolo de la estrella pentagonal, llamado pentalfa, fue el distintivo de los pi—
tagóricos,y servia para identificar a los miembros de su asociación secreta. Para ellos,

la péntada.es decir el cinco,era el número de la armonía en la salud y la belleza,pues
suponía una equilibrada combinación del dos, el primer número par. o díada.y el

74



tres, el primer impar completo, la triada.Como escribió el escritor y profesor de es—
(ética rumanoMatila Ghyka,vel pentalfa o pentagrama sera,pues,a la vez, el simbolo

del Amor creador y el de la Belleza viva, del equilibrio en la salud del cuerpo human

no»,y quen-¡amos añadir que,por extensión. también el símbolo del ser humano,

El pentalfa tiene una larga historia como símbolo de sociedades secretas. Figura

también en el anagrama de los Rosacruz y con &ecuencia,en los de las logias mae

sónicas.

Penta/fa, figura geomémca que tiene una larga �∏������como
símbolo de sociedades secretas Figura también en elanagrama
de los Rosacluzy con frecuencia, en los de las logias masónieas.

La estrella pentagonal es una figura de lo mas común a nuestro alrededor como

imagen gráfica de los significados más dispares. Es el símbolo de las estrellas de
Hollywood en el Paseo de la Fama de Los Ángeles,y a la vez, el símbolo de mu—

chos partidos revolucionarios. Sus cinco vértices representan el internacionalismo,

asociado cada uno con un continente.En combinación con el color rojo,simboliza
el sufrimiento de los oprimidos en su lucha por la emancipación y la sangre que se

derrama para conseguirlo.
Su poder simbólico lo hace protagonista de multitud de banderas… no sólo las

que profesan ¡ina-ideología revolucionariaAsoma en las banderas de algunos países
de religión musulmana, como Marruecos, representando los cinco mandamientos
del lslam.También son pentagonales las estrellas que indican cada uno de los esta»

dos de la Uniónen la bandera de Estados Unidos.
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MATILA GHYKA(1881A1965)

El prlrlnpe Mallla Ghyka fue …escritor y dlplomatlto rumano que ataballs ejertlendo de

profesor de Estétlca en Estados Unldos. Fue���de los estudlosos contempováneos de la proe
porílón aurea, que trato en libros ya considerados clásucos, como Estética de las propa/(¡ones

en la naturaleza y en las artes (1927) y El número de oro (1931),con los que la […su otra vez
de actualidad en la tultura europea En ellos presento una tesus muy conooda hoy en ola. que

los artlstas guegos ���la Arltlguedad (la… utlllzaban la relacion aurea de forma (onstleme y

deliberada Aunque es muy popular, esa concepclon no esta comúnmente aceptada, y ≤����
srendo motivo de debate,

Los llbros de Ghyka llenenvotación totalizadota y Slntetlzan el saber cláSlLD, con especlal ¿rene
clan al platonismo�≤�mueran de que los numeros, en �����modo, “existe… mas alla delas re—

la(lones abstractas que expresan Tuvreron gran éxito en todo el mundo,y no estuvleron exentos

de polémica, en la que tuvieron destacados y fervlerltes defensores, como el poeta Paul Valery

Embaldosados periódicos y no periódicos

En nuestros � " �� � de �“'� , ' no tene-

mos mucho tiempo para mirar las nubes o los pájaros en los arboles,pero tampoco

nos fijamos mucho en el suelo que pisamos. Por eso. no percibimos la geometria
sobre la que andamos (ademas de dar de vez en cuando algún tropiezo).A conri—
nuación nos ocuparemos de la forma que tienen las baldosas y los ladrillos de nues-
tro alrededor. lo que nos permitirá introducimos de lleno en las combinaciones

ordenadas de estos últimos:los mosaicos.

Todos sabemos lo que es un mosaico, Sin embargo, para el trato matemático

que vamos a darle a continuación… quizás seria bueno consensuar una definición

precisa,que nos sitúe el concepto allá donde lo queremos. Un mosaico será, pues,
el recubrimiento de un plano sin dejar huecos y sin solapamiento, que se hace

mediante las piezas que llamamos leselas (las baldosas en lenguaje coloquial). Por
tanto, en su concepción matemática, un mosaico ha de cumplir dos condiciones:
las piezas no pueden superponerse ni dejar huecos sin cubrir.

Los mosaicos que más interesan a las matemáticas son aquellos en que las

teselas son polígonos, pues en ellos los polígonos comparten sus aristas, es decir.
hacen coincidir sus vértices, y son por tanto un excelente campo de experie
mentación geométrica Estudiarlos puede parecer una tarea ardua, incluso con las
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MEDlDA DEL ÁNGULO DE UN POLÍGONO REGULAR

Buscamos la forma de hallar el valur del ángulo de��poligono regular de cuelnuler ����������
de lados Como todos los angulos del polígono regular son .guales, la ����������se… ������
Valente a calcular la suma delos ángulos de ��pollgonu rrglilol ne ur» numero uc lndoz���������������≤ el resultado por el numero de lados y enterraremos cl valer es cada una

delos ángulos

Para calcular la suma delos ángulos de��poligono deA lados, se Ellgc���������rl .alqurera de
éstey se trazan las dlagonales que resultan de unirlo con todos los darlas �≡�∟≡�� l ldv lA e3l

dlagorlales,ya que se puede unir ese vértice con todos los demas, meros con los dos (Cr'hglios

Las dragonales Íorrrlan (472) triangulos Así, la suma delos angulos de esos irlangulos es

la ���≤�≡ que la de los angulos del poligono Drlglnal Pero los angulos de …al…ller ¡lang—rl…

suman 180", como sabemos Por tanto, la suma total será 5:(4le lSO
Cada ���de los ángulos de ��poligono regular de A lados merirra�=���∆�"…Sustltuyerldo A en esta expreslon por cada uno de los liumeios de lados de los riu…rqullos

mas usuales podemos tonflgural la Siguiente tabla

Numerndelados 3 4 5 6 7 8 lo l l7

Ángulo<grado$) 50 90 los no l28,6 l35 larl ' lso

restricciones que hemos expuesto, pero está perfectamente resuelta en los suelos

y paredes de nuestras casas y centros de trabajo,y también en las calles que tran-

sitamos a diario,

El reto que plantea un mosaico es encontrar o diseñar el motivo minimo que

se repite para llenar el plano.Ese motivo minimo puede considerarse una simple
tesela que llena el plano por traslaciones, esto es, sin giros ni simetrías. Con este

proceso obtendríamos lo que se llama un mosaico periódico,Por el contrario. los
mosaicos no periodicos son aquellos que no presentan un motivo minimo para
obtener el recubrimiento por traslaciones.En todos ellos se encuentra la propor—
ción aurea. �

Supongamás'que hay que embaldosar el suelo (o cualquier superficie plana)

con teselas de unmismo tipo,un polígono regular. ¿Con qué tipo de baldosas se

puede conseguir? Se suele considerar que sirve cualquier polígono regular,pero
no es así. Con pentágonos regulares.por ejemplo, no se puede embaldosar. Para
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comprobar esta aseveración basta con dibujar y recortar unos cuantos pentágonos

regulares iguales, disponerlos sobre una superficie plana e intentar cubrir con ellos
una superficie equivalente a la suma de sus arcas. Primero probamos a colocarlos

tocandose los vértices. Con los dos primeros no hay ningún problema,pero al aña-

dir el tercero vemos que la figura no se cierra; sobra un espacio que no se puede
llenar con otro pentágono.

El ángulo de un pentágono regular es de 108“.Uniendo tres pentágonos, los

ángulos suman 34108º= 32Aº. El espacio se cerraría si sumaran 360”. una vuelta
completa. Nos faltan 36“. Si añadimos otro pentágono, intentando encajarlo de

alguna manera, tendremos el problema contrario: nos sobran grados
Acabamos de deducir una condición imprescindible para embaldosar con po-

lígonos iguales: la suma de un número entero de ángulos iguales ha de ser 360º.

Visto al revés, el ángulo del polígono regular para embaldosar debe ser divisor
de 360“.Veamos: los divisores de 360 son 120,90 y 60. ¿Qué polígonos tienen

esos ángulos? El hexágono regular,el triangulo equilátero y el cuadrado.He aqui
las únicas baldosas—polígonos regulares con los que se podrá embaldosar, Como
un hexagono se puede dividir en seis triangulos equilateros. se puede decir que
sólo hay dos posibilidades de llenar el plano con polígonos regulares: las tramas

cuadradas y las tramas triangulares. Podemos observarlas en los suelos y paredes a
nuestro alrededor; son ampliamente utilizadas.
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%%
No abandonaremos tan alegremente a los pentágonos,con la idea de que son

inservibles para nuestros propósitos En realidad, si es posible embaldosar con

pentagonos,siempre que no sean regulares. Por ejemplo, el pentagono formado

por un cuadrado y un triángulo equilátero: la clasica representación de un sobre

abierto. Es un polígono equilatero, pero sus ángulos no son iguales. Se conocen

otros 13 tipos de pentágonos no regulares que también embaldosan. Si su uso

no es muy común es porque no son muy estéticos; en este caso, la geometria es

inocente.

LaAlhambra fue el palacio de la dinastía nazarí, que reinó en Granada hasta su

conquista por los Reyes Católicos en 1492.Es un impresionante monumento de
arte geométrico y uno de los más visitados por Viajeros de todo el mundo.En ella,

los mosaicos están por todas partes.Analizándolos con atención. se puede ver que
la base es sencmafio que mostraremos en tres tipos de ladrillos;es la traslación de

estos últimos y el patrón en que se repite los que logran resultados sorprendentes.
Los de arte o mudéjar� con
obtenidos por métodos similares a los que vamos a ver.
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El primer tipo de ladrillo de laAlhambra es el llamado uhucso» () …hnesa nazae

n…continuación se muestra cómo se genera y el diseño que produce.

A part/r de un cuadrado se trazan las diagonales, se le/de su base en cuazra segmenres ¡gua/esy
Se trazan lineas vemcales en los cone;���dichos segmentos Luego, se extraen los para/elogramas

rem/tantes del cruce de las llneasy se colocan en la parra rnfenor del recuadro.

El segundo, la arpajarita», Viene de una trama triangular y produce mosaicos muy

utilizados hoy en día.

Se parte de un Ulárlgu/o equi/alero y se traza una curva desde los vértices hasta la blsecrrl'z de cada
lado, Se extraen las Supe/flog resultantes entre la curva y los ladosy se colocan en Elexterior,
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El tercer ejemplo es muy peculiar. Su baldosa base procede de una trama cua—

drada y da un mosaico de aclavosw.

(

A partir de los lados de un cuadrado se dibujan dos triángulos rectángulos en su interior
cuya hipotenusa tenga la longitudde un lado,A continuación, se extraen los triángulos

yse colocan apoyadas exteriormente en los ladosopuestos.

Si revisamos las manifestaciones artísticas del mosaico estrictamente matemáti-

co, estamos obligados una vez más a invocar al artista neerlandés Escher.El fuerte
sabor geométrico de sus obras no nos permite alejarnos demasiado de éla Escher
nació en el cambio de siglo entre el xix y el xx,y tuvo tiempo de conocer en pro.
fundidad y emplear en sus trabajos las matematicas contemporáneas. Sin embargo,

su interés en los mosaicos se inició en una visita a laAlhambra en el año 1936.

Mosaico de Esther con unmotivo de aves que, no siendo ñgurasgeométricas,
logran llenar una superficie sin dejar huecos.
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Hasta ahora hemos visto tran-ias regulares (la triangular y la cuadrada) con un

solo tipo de ladrillos, pero también se pueden conseguir mosaicos remirregulares
cuyos ladrillos sean una pareja de polígonos regulares distintos entre si. La única

condición es que los ángulos del ladrillo resultante sumen 360“.
Muchos son los diseños que pretenden llenar una superficie sin dejar huecos

por medio de un motivo repetido. Por citar algunos. tenemos los esgrafiados, las
rejas () persianas de cerramientos, los pavimentos de mármol,las celosías o las telas

con un dibujo,así como los diseños que se usan en las labores, sea media,ganchillo
o bordados.

Las re-¡as /osmosaicosy los drsefros de telas suelen usar����������repetido
para llenar huecos EsrosSuelen ser motu/05 geométricos.� MOSAICOS DE DISENO PROPIO

Dlsenar mosaicos como los de Granada��m semilla, pero supone un interesan»

re elerclclo pedagoglco que se pracllta en

������≤ escuelas de enseñanza Secundarla

No se trata slmplerrlente de crear ��di-
seño lngemoso, sm de procurar con las
colldltlorles del mosaico en su (Onteptlorl

rrlaremauca Observar algunos ejemplos

VAAAAquizás …me al lector al diseño de algún

mosaleo proplo ���≤∂�����∫��≤
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Los <<mosaicos de Pemose»

La mosaicos no periódicos son aquellos en que no existe un motivo mínimo que

llene (odo el plano por traslación, Parece que la construcción de mosaicos no per

riódicos.si no imposible, sera muy complicada o por lo menos exigirá el uso de

muchas losetas diferentes Hasta las décadas de los sesenta y setenta del siglo pasado,
constituyó todo un reto del pensamiento matemático.

La primera posibilidad es hacer mosaicos radiales. Se podria hacer. por ejem-
plo, a partir de una sola baldosa que sea un triángulo isósceles. Si se corra por la

mitad y se desplaza hacia la izquierda, da lugar a una pavimentación espiral no
periódica.

Mom/CO El tom Moia/Co Florrms
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Otro desafio fue conseguir un conjunto de teselas que sólo dieran mosaicos

no periódicos. Durante largo tiempo, la comunidad matemática se empeñó en

ello, pero sólo se encontraron ejemplos que necesitaban gran cantidad de loser
tas basicas.En 1971,el matemático estadounidense Raphael Mitchel Robinson
diseñó un conjunto que usaba sólo seis losetas, obtenidas añadiendo salientes y

en ladrillos " " ' �iibles para = ' encajarlos.

535353
535353

En 1973, el fisico y matemático sir Roger Penrose (nacido en 1918) consi—
guió reducir el número de baldosas a cuatro. Un año después, lo redujo a dos.
Con dos simples teselas, Penrose era capaz de construir mosaicos no periódicos

Sus dos ladrillos se llaman Cometa y Flecha. Podemos verlos en la ilustración,
como figuras ABD y BDEAI unirse, forman un rombo de lado 1 y ángulos de

72D y 108“.La presencia de © esta muy clara en ellas, como era de esperar con

esos ángulos. ������� ���
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Cometa (sombreada en la figura superior) está formada por dosTA unidos por
uno de sus lados iguales. Por eso, los dos mayores tienen por medida 1,y los dos

pequeños, (D—1=1/<1>. Tiene tres ángulos de 72º y el cuarto es de 144“. Flecha
esta formado por dos gnomones aureos unidos por sus lados más pequeños.Es
un cuadrilátero cóncavo cuyos lados coinciden con los de Cometa.Tierie los sir

guientes angulos: dos de 36“,otro de 72" y un cuarto de 216º (mayor de 180º,por

tanto).
Evidentemente, con estos dos ladrillos también se pueden hacer teselaciones

periódicas,puesto que. en forma de rombo,permiten teselar. Si nos ponemos muy
estrictos y queremos evitarlo, existe una manera. Se puede identificar cada uno de

los vértices (por ejemplo. con una letra) e imponer la condición de que, al juntar
los lados,sólo se puedan poner en contacto vértices con el rriismo nombre (es de
cir, la misma letra).

B A

A medida que prolongamos cada amosaico de Penrose».la relación entre el nur
mero de piezas de los dos tipos tiende al número áureo,De forma intuitiva. parece
que harían falta más Flechas que Cometas, pero sucede justo al revés.Hay 11) veces

más de las segundas que de las primeras.
El propio Penrose desarrolló otro juego de dos baldosas, consistente en dos

rombos,uno formado por dosTA y el otro,por dos gnomones áureos.



Para formar mosaicos no periódicos con ellos hay que marcar los lados o los
vértices de alguna forma En el mosaico acabado. intervienen piezas de cada tipo

en una proporción Ó.predominando los ladrillos del tipo achaparrado por encima
de los del tipo estilizado.

Juegos con el pentágono esnrellado y la proporción áurea

La mayoría de los juegos de azar tienen una base matemática,por eso no es dificil
encontrar juegos relacionados con la proporción aurea. Por otro lado, la estrella

pentagonal ha dado forma a los tableros de muchos juegos desde tiempos remo—

LAS DAMASÁUREAS

Flema/fa, La estrella de oro, las Damas áureo;

y Cuervosybultre son solo algunos rie losiue»

gos milenarioscon tablero en forma de mamá

gono esneilaoo Aunque son muyaniiguos, la

mayoria Slguen iugándose hoy en dia y no es

dificil encontrar una descripción de sus reglas,

Explicaremos aqui las reglas de Peniaifa, por

su interés ����������y de lasDamasaureas, por
su especial vin(ulaclón, más sennmemai que

matematico con elmeque nos ocupa

Penta/faes un rompecabezas de alineamiento

para un solo lugador con el obieiwo final de colocar nueve fichas en los Venices del oeniagrarna,

tanto en las pumas de la estrella como las intersecciones lnterloi'es que forman un pequeño pen-

iagono, Losvértices son diez, por lo que siempre quedará uno libre Lasflthas se van colocando

en una secuencia de tres pasos, a saber: se pone la ilcna en cualqwer Venice libre y se (uema�������se muevea un segundo vértice en línea (ocupadoo verlo, no lmporia) y se cuenta rojos»;

se mueve a un tercer vértice en línea (ahora sí, libre) y se cuenta tires». Asi, Se van colocando

todas las lichas A medida que el tablero se va llenandº, la tarea se dllltulia

En las Damas áuleas también se usan nueve fichas, que Se Colocan llbremente en los vértices

del tablero, quedando uno libre, Cada jugador mueve alternatlvameme, (omlendo fichas como

en las demases dear, saltando por encima de una fi(ha Si a ronilnuaclOn hay un espacio libre.
El objetivo es delar una sola ficha
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tos. Se utilizabaW con ese propósito en Egipto y es una de las formas de tablero
más antiguas que se conocen.En el templo egipcio de Kuma se han encontrado
inscripciones de unjuego con un tablero en forma de estrella pentagonal,datado

aproximadamente en el 1700 aC. Se trata del Pentalfa,unjuego que aún se prac—
tica en Creta.

Por su interés matemático, vamos a detenernos en una variante del clásico
juego de Nim que utiliza el número áureo a través de la sucesión de Fibonacci,

por lo que se le denomina el aNim de Fibonacci».Comenzamos con N fichas.El
juego consiste en irlas retirando en los turnos alternativos de cadajugador y gana

el que las retira todas. Naturalmente.en la primerajuyda no se pueden retirar

MOSAICOS CON FLECHAY COMETA

Hay muchos ejemplos de mosaicos no periódicos que se pueden iormar con Flecha y Come-ia,

los dos ladrillos de Penrose.A continuación, mostramos algunos.

Mosaico Sol Mosaico Estrella

Mosaico Rueda de Carlo
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todas las fichas, pero si en las sucesivas, siempre que se respeten las siguientes ren
glas dejuego:

∙ en cada jugada hay que retirar al menos una ficha;

∙no se pueden retirar más del doble del número de fichas que quitó nuestro

adversario en lajugada anterior (si retiramos 4 fichas en una jugada, nuestro
contrincante podrá retirar un máximo de S en su turno).

La gracia matemática deljuego está en que, si N es un número de la sucesión

de Fibonacci, el segundo jugador tiene estrategia ganadora (posibilidad de ganar
siempre), mientras que si N es cualquier otro número,ganará el jugador que em-

pieza la partida,Queda por saber que es lo que tienen que hacer losjugadores,

Los poliedros y el número áureo

Unpoliedro es una figura sólida en el espacio, limitada por caras que son polígo—

nos.En general, se suele entender de manera implícita que hablamos de poliedros
convexos,aquellos que quedan totalmente a un lado de cada uno de los planos que
limitan la región.

Paliedmconvexo Poliedro cóncava (los dos apalos»
de la L quedan enplanos distintos),

Si en un poliedro convexo cualquien. llamamos C a su número de caras,A a

su número de aristas y Val de sus vértices, se cumple siempre una relación que
conocemos como el teorema de Euler:

C+V=A+2,



Unpoliedro es regular cuando todas sus caras son polígonos regulares iguales y en

cada vértice se comu el mismo número de aristas.Si no se cumple la segunda condi-
ción,tendriamos un poliedro regular con vértices de 3y 4 aristas.como en este caso:

A menudo, los cristales depimadoptan formas dodecaédricas pei-facies
Denuevovemos cómo en la namralezase encuentran lospoliedros regularescon frecuencia.

Aunqué'ífg'ile resultando sorprendente, ya los griegos sabían que hay tan—

tos polígonos regulares como queramos (pues los hay con cualquier número de
lados),pero poliedros regulares sólo hay cinco. los llamados sólidos platónicos.

Tres de ellos ti—enen caras que son triangulos eq'uiláieros: el tetraedro (cuatro

89



caras), el octaedro (ocho caras) y el icosaedro (veinte caras). Uno tiene seis Caras

cuadradas, el cubo. y el último tiene doce caras que son pentágonos regulares,
el dodecaedro.Todos pueden inscribirse en una esfera, en la que tocan todos los
vértices.

Tetraedro

Cubo

Octaedro

Dodecaedro

lcosaedro

M&M
%
%

…©©©B>©



En la Grecia clásica se asociaba cada uno de estos cuerpos a uno de los elemenn
tos de la naturaleza.El cubo representaba la tierra;el tetraedro, el fuego;el octaedro,
el aire; el icosaedro, el agua,y el dodecaedro era el simbolo del cosmos, el universo
en su totalidad, como dijo Platón: uLa divinidad [lo] utilizó para tejer las constelan

ciones por todo el cielo»,

La gran amcción de los antiguos griegos.sobre todo de los pitagóricos,por los
poliedros surgió de la contemplación de minerales cristalizados muy frecuentes en

laMagna Grecia, el sur de la actual Italia,como los espectaculares cristales de pirita
en forma de dodecaedro.

Vemos las caras, aristas y vértices de los poliedros regulares en la tabla sin

guiente:

C A V

Tetraed to 4 6 4

CuDo 5 l2 8

Octaedro B 1Z &

Dodecaedro lZ 30 20

lcosaedro 20 30 lZ

Si unimos los centros de las caras de un dodecaedro, se obtiene un icosaedro.
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ENVASES POLIÍDRICOS

Las…detodos loshogarésdelmundoestán llenas de polledmi.El envasemás?…

para liquidos (leche,zurvios, tomate frito, nata…) es el conocido como tetrabrik. Este nombre

comercial parece sugerir que su forma es un tetraedro, aunque en realidades un armed… a
paralelepipedo. Laexplicación está en que.en sus origenes, el envasetenia

realmenteforma de terraadro.

El remedio es muy fácil y rapida de construir. pues sólo precisa

de uniones a lo largo de dos aristas. Pero entonces, ¿por que fue
descartadacomo forma ideal para envasar? Por cuestiones loglsr'»

csc, El almacenaje de los tetraedros es complicado y siempre deja

huecos libres; el retraedro no compacta el espacio. Noobstante,

ment/asesíeuaédricos siguen usándose en truchos paises del

lºrca Mundo.
Laformaanual de lostemriks estambién una sem'IIa solu—

�∕ cienparaconsiruirunmoedro, quepuedesmdiaiseasimple�_ vista montando una de aquellas La propiedad de los …
Mea tenahridr's orroédrioos de poderse almacenar sin dejar

huecosfue definitiva para mmmbrar este fem-ato.

Si hacemos lo mismo en un icosaedro, resulta un dodecaedro. Por esta propiedad,
ambos se llaman poliedros duales,
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No todos los poliedros tienen la misma relación con (11Los que tienen más

cercanía con el número áureo,como era de esperar, son el dodecaedro (porque está

formado por pentágonos) y su dual. el icosaedro,El número (¡> se manifiesta en las

expresiones que nos dan el volumen y el área (la suma de la superficie de sus caras)

de ambos poliedros.Para una arism de longitud unidad,son

�����↕�√�20.55Área dodemedro =*

2

Volumen�����������������√��≡����−��� 4

Volumen icosaedm:% 2(sh/552418

Si tenemos un icosaedro y un dodecaedro uno dentro del otro. como sólidos

duales, la relación entre sus aristas viene dada por

(pz

$.

Por otro lado, los doce vértices del icosaedro pueden dividirse en tres grupos
de cuatro, cada …… de los cuales son los vértices de sendos rectángulos áureos ,….
pendiculares entre sí que se cortan en el centro del poliedro,������������,! l

.¡nll �∕∕∕���∕∕ ¿if/lll
= ∙�� ��� »,”, lI

Por lo tanto, si tenemos tres RA iguales y los colocamos perpendiculares entre

sí de forma que se corten en su centro, los doce vértices que sobresalen serán los

de un icosaedrgáe arista igual al lado menor de los RA.Es decir, tomando como

origen de cogrdenadas el punto en que se cortan los tres RA,los doce vértices de
un icosaedro de vértice unidad tienen por coordenadas

(0.1130), �����������(¿open.
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Capítulo 4

Bellezay perfección
en el arte

En 1876 el alemán GustavTheodor Fechner (1801—1887), el inventor de la psico—
logía Gsica, hizo un estudio estadístico con personas sin experiencia artística. a las
que pidió que escogieran el rectángulo que les agudase más entre varios, inclu—

yendo el cuadrado.El rectangulo áureo y otras variantes muy próximas resultaron
elegidas por una destacada mayoría.

Es muy sencillo reproducir la prueba de Fechner.Únicamente se debe selec-
cionar una serie representativa de personas y presentar ante ellas rectángulos de

distintos tipos,La simple pregunta sobre cual les gusta más.arroja un resultado sor-

prendente. Pero,como saben los especialistas, el evaluador también debe ser eva»

luadol Observe las figuras de esta página:¿cual es el rectángulo que más le gusta?
Fechner también realizó meticulosos estudios estadísticas sobre las proporciones

en el cuerpo humano.y concluyó que ¡para que un objeto sea considerado bello

Estosson algunos de los rectángulos del test de Fechner, ¿Cuál le gusta más?

En la página siguiente frgura laproporción que posee cada uno de ellos.
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Recta/¡gula de 16/9,
como losnum;televisa-eí Reclángulo de 36/24, como las fotos.

Rectangulo de√�, como las hojas DINA, Rectángulo tb, el rectángulºáureo.

desde el punto de vista de la forma debe haber entre la parte menor y la mayor la
misma relación que entre la mayor y el todo». Esta es la descripción de la relación

aurea. La ciencia, al fin, parecia dar crédito a la idea de que la divina proporción

poseía una armonia y una belleza intrínsecas.

Mucho antes de eso, sin embargo, artistas y arquitectos de todas las épocas ha»
bían llegado ya a una conclusión parecida.La influencia de ]a sección aurea y sus

diferentes manifestaciones puede encontrarse ya en la Grecia clásica,pero la histo—

ria de su relación con el arte deberia arm-¡car, posiblemente.con el Renacimiento

y el inicio de la teorización rigurosa sobre el acto creativo,

La divina proporción de Luca Pacioli

Luca Paciolivivió en la Italia del siglo xv y comienzos del XVI. Fuemnél y Leonar-
do daVinci los responsables de poner el número de oro en la órbita de la belleza

y el arte. Pacioli lo hizo en su libro De divina pmporlínne, escrito a finales de 1498.
La obra se publicó enVenecia bastantes años mas tarde, en 1509, después de que
su autor realizara tres manuscritos. Hasta la versión ñnal, no aparecieron capítulos

fundamentales para nuestra pequeña historia,como el Panam de Ia architmura, insA

pirado por el arquitecto romanoVitruvio,
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……… ���������� ↓
* …<… �f !

(v,

mu…………�����,x,

llusvadones
de Lemrdo
de laspoliedms
siguientes
(dearriba abajo

y de izquierda
a derecha):
icosaedro sólida,
icasaedro hueco,
dcdecaedm
sólidoy
dodecaedro
hueco.

De divina, r ' fija las�� que deben ¡" para
la belleza excelsa,en forma de reflexión sobre la geometríaEn la obra aparecenDios
famosos dibujos de los sesenta poliedros de mano del maestro Leonardo y también

su celebérrimo ¡hombre ideal», en base a (I), que ha sido objeto de innumerables
revisitacicnes a lg…de los años. De este modo, contiene los ingredientes im—

prescindibles de las obras teóricas de más influencia en la cultura occidental: un

momento, el Renacimiento;un lugar, Italia;y los protagonistas fundamentales, los
artistas,arquitectos,matemáticos y filósofos que han escrito las páginas de la histo-
ria y del arte europeo.
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BELLEZAv PERFECCION EN ELARYE

LUCA PACIOLl (1445-1517)

El pollfacétimr Lua Patrol! Hazló En l445 en Burgo de Sansepolíro, la tierra del pintor Pierº

della Francesca (1412-1491),de ������recibio las primeras ieccrones artísticas y matemáticas,

Vivió y estudió en Venecia, pero después amado por el arqurrecm Leon Battista Alberti

(1404r1472)—se trasladó a Roma, donde iomú el hábito franciscano. Trabajó (omo profesor

de matemáticas en diferentes universidades hasta Incorporarse ¿ la corte de Ludovico Sfor—

za, H Mora, en Milán, Fue a… donde tuvo lugar un feliz encuentro para la historia“ Pamolx

conoce a Leonardo da vinci. Tras la ocupación de Milán por los iianwses, Viajó por las más

importantes universidades Italianas, Pisa, Roma y Bolonia. donde coincidió con Sapione del

Ferro (1455-1525), el (auxilio algebrlsta Italiano que (elaboró en la resoluclón por radicales

de la ecuacion general de tercer grado con una incógnlta Luca Pacioli murió en su ciudad

natalen1517.

La iniiuencia de su trabajo��se reduce a Dedivina proponía/ia Las muestras de su geniaiidad

comienzan en la Summa de an'rmérica geometria propomom ef propa/tiamina, una obra

entlclopédica de más de 500 paginas, impresa en Venetia en 1494.Ya en eila hace referencia

a la necesidad de las proporciones en ia arquitecmra marido afirma que alos oflcics divinos

uenen poco valor si la igleSia no ha sido construida con la debida proporción»

Se conserva un retrato de Luca Pacioli de 1495, atribuido ¿ Jacopo de Barbieri y (onservado

en el Museu de Capodimonte de Nápoies El matemático aparece en él con habito fran-

ciscano, enseñando geometria euclldea (para eiimmar roda duda sobre sus memes)�un
joven noble (el duque de Urbina), Maestro y alumno están rodeados de poliedros y útiles

geomémtos. A la izqulerda,

pende��poiiedro de ios lla-

mados arquimedíarios, cuyas

caras Suri poiigunos regula—

res dela misma arisia, pero

no iguales. Muchos de esos

polledws aparecen ����������
por Leonardo en De divina

propomorie.

Retrato de Luca Fadº/l,
atribuido ��Jacopo de

Barbieri.
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Leonardo: la perfección áurea

Leonardo daVinci (1452-1519) es uno de los máximos ejemplos en la historia de la
idea del genio.Sus aportaciones no se limitan a unos pocos campos del conocimiento
humano,sino que abarcan áreas muy alejadas entre sí: matematicas, fisica y quimica,
ingeniería. tecnología. pintura,arquitectura. etc. La maravilla de Leonardo es que fue
excelente en todo lo que hizoMás tarde o más temprano, sus aportaciones acabaron
teniendo relevancia en todos los campos que cultivó.Es el prototipo del hombre del

Renacimiento,que tiene intereses muy diversos y es competente en todos.
La atracción que ha despertado el personaje a lo largo del tiempo en todo el

mundo se explica por su estatura intelectual, pero también por muchos de sus ras-

gos personales,que construyeron el arquetipo del genio que rebasa su tiempo. Para

UN GENIO DE LEYENDA

Leonardo nacio en vinci, una podiaeion cercana a Herencia,

en 1452 Era niio iiegmmo de un notario, pero este io crió

como ai resto de sus niios. PermaneCió eri ia casa paterna de

riorencra hasta ingresar como aprendiz en el taiier dei pintor

Andrea dei Verrocchio En 1472 fue inscrito como maestro

pintor Su primer encargo fue una tauia para el Palazzo Publico

que nunca finaiizd (ia acabó Fiiippino Lippi) Su relación con

ios Medici, señores de ia ciudad, fue terripestuosa, y en 1486

se traslado a Miian, oaio ei gobierno dei duque Ludovico sion

za, que intentaba que su ciudad tuvrera ia misma importancia A…”emm de Leonardº

(ultural due Florencra Asu semicio, Leonardo pinto la virgen de V,… …me��…
delas rocas y ei iresm de La u/tirria cena para ei convento de Velºlr hace 7573

Santa Maria de ias Gracias.

A ie caida de Luduvrco Sforza en 1500, ei maestro Vivió en Bergamo,Mantua y Venecta, pero

acabo voiviendo a Florencia.A…, en 1505, pinto su retrato más conocido, la Gluconda o Mona

Lisa, un cuadro iieno de misterio, ya que se desconoce la identidad de la dama retratada, que

significa su mistgrggso gesto y en qué estancia se encuentra mientras es pintada.
En 1513 Leonardo se trasladó a Rorna Traoaio paraei Papa León >< hasta la muertede este, en 1517,

Sólo entonces atento ia mvitaúón dei rey Franasco|de trasladarse a Francia. Murio aiii en 1519,en
ei castiiio de CiosLuce, asistido por ei propio rey de France, si queremos creer ia ����������



empezar,su personalidad no era nada común,

y mucho menos en su época.Vegetariano,

zurdo, se dice que homosexual,estaba tan ah—
sorbido por la idea del progreso irrefrenable
que no tenia prejuicios a la hora de bordear
o incluso traspasar la legalidad en sus experi—
mentos.A su leyenda contribuye su tenden—

cia al hermetismo, pues escribía de manera

criptográfica, con la imagen especular de las
letras; y su producción artística, escasa pero

enormemente enigmática, como la famosísi—
ma Gioconda, de la que tantas cosas faltan por
conocer con certeza.

Los dibujos y manuscritos de Leonardo
se reúnen en diez códices conservados en

distintos museos europeos. Uno está en la
Franti'spícia delTratado de la pintura colección particular del magnate estadouni»
dº ¿“”º"-¡º *" “que”““día ¡º dense Bill Gates, que pagó por él varios mi»
relación entre esta disciplina artística

y lasmatemáticas. llones de dólares. Si escribimos el nombre de

Leonardo daVinci en cualquier buscador de
Internet,encontraremos más de 12.400.000 páginas relacionadas con él,

Leonardo fue un teórico del arte de la pintura,y un firme defensor de su im»
bricación con las matemáticas,Su obra Tratado de la pintura comienza con la frase:
¡Nadie lea mis obras que no sea matemático».La obra fue manuscrita hacia 1498,

pero no se publicó hasta mediado el siglo siguiente.
Leonardo sólo hizo una labor de ilustrador en De divina propvrlione, pero el

propio Pacioli habla en su obra de la importancia de los estudios matemáticos del

genio en el terreno artístico.El autor dice: (Las pirámides de este libro,como las
demás figuras, son también de la mano de mi compatriota anteriormente nom-

brado,Leonardo daVinci de Florencia,al quejamás hombre alguno se ha siquiera
aproximado en la ciencia del dibujo». Esas figuras,junto con El hombre ideal, son

hoy en dia verdaderos iconos de un estado del pensamiento que reúne sensibi-
lidad artistica y científica, el ideal humanístico.A menudo, en diferentes ¡no—

mentos de la historia,cuando aparece alguna persona que es un fenómeno físico

en cualquier disciplina, se la compara con el modelo de Leonardo en De divina

propartione.
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Leonardo aplicó el conocimiento científico de las proporciones humanas a los
estudios de Pacioli yVittuvio acerca de la belleza.Siguiendo el ideal renacentista,
El hombre ideal o El hºmbre de Vitruvio, pone al hombre en el centro del universo,
puesto que está inscrito en un círculo y un cuadrado.La figura sigue las recomen-

daciones del romanoVitruvio (MarcusVitruvius Pollío),el arquitecto dejulio Cé—

sar, que vivió en el siglo ¡a.C.El arquitecto, ingeniero y tratadista romano volvió

acstarde ""enelR ' ' conla �" yr �� " en1486
de toda su obra escrita.En los decenios siguientes, las obras deVitruvio tuvieron

El hombre ideal, 0 El hombre deVitruvio, anualmente conservado en la RealAcademia de Venado,
muestra lasproporciones ideales delmemohumano relacionándD/a con lageometria e inserto
en unCuadradoy uncircula La razón entre el ladodelmachadoye! radio del tim-llo es ¿urea,
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múltiples ediciones en todas las ciudades italianas de relevancia. La arquitectura ref

nacentista las tomó como base para sus teorias, y Leonardo confesó a menudo que
el romano era su gran inspiración.

Vitruvio da referencias sobre la figura humana basadas en razones simples.Dice

que la altura es igual a la envergadura, y que un hombre tumbado, al extender

brazos y piernas, describe un círculo, Muchos artistas intentaron recoger en una

misma ilustración esas tres formas: la figura humana, la cuadrada y la circular, no

siempre con resultados afortunados. Leonardo encontró una solución original y
elegante, basada en que el cuadrado y la circunferencia tienen centros diferentes.
Los genitales son el centro del cuadrado,y el ombligo es el centro de la circunfe—
rencia.Las proporciones ideales del cuerpo humano que se desprenden de esa figu-
ra corresponden a la razón aurea entre el lado del cuadrado y el radio del circulo.
Así, la geometria une técnica y belleza a través de la razón aurea.

Las medidas ideales

Elhombre [deu]representa las relaciones aproximadas normales en el cuerpo humano de

una persona adulta, usadas desde la Grecia clásica como canon artístico para representar

a la persona ideal.A continuación.exponemos las proporciones de manera clara:

Altura total: brazada (distancia entre las puntas de los dedos tan los brazos
abiertos) = 8 palmo: = Spier = 8 �∙��∫�1,613 >< altura ombligo (diríamín del

suelo al ombligu),

Como vemos, aparece finalmente la relación 1,618,una buena aproximación a ('I).

Si comprobamos esas distancias en nuestro propio cuerpo… con toda seguridad nos

llevaremos un disgusto. Es difícil que nos acerquemos a ellas; son las proporciones
de una belleza idealizada.Hay otra manera de comprender el canon ideal de belleza:

la estadística. Si comparamos las mediciones individuales de una muestra significa—
tiva de personas con las medidas ideales veremos que, como media,nos acercamos

bastante al canon de belleza: el ser humano es ideal sólo como promedio.El mater

matico belga Lambert Adolphe Quételet (1796—1874) fue uno de los padres de la
esmdistica moderna; en 1871 sus estudios estadísticos sobre las proporciones de los
hombres europeos confirmaron por completo las relaciones ideales.

A partir de aquí se plantean preguntas interesantes. ¿A qué proporciones res?

ponden los cánones de belleza de otras civilizaciones, como la hindú o la china,
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A ESCALA HUMANA

Aunque ahora son de uso tan ������que par… rmpdslble que alguna vez el mundo haya

sudo de �∩∂ man…, la humamddd no ≤������ha ullllzado los metros y rentlmetros del

Slslema Metmo Der l…ñl
A lo largo delos slglos park-(ro mud… más mural ¡…l-zar medldas de longltud que tenian que����con ��� cuerpo humano ples Dalmos, dedos… pulgadas etc Como es loglto, la (antldad

que representaban estaba extraltia de la ����∩�del mapa real Una pulgada era muy poco, y

desde luego, �����menos que un palmo

Pero no todas las personas llenen el ������numero de pm… por lo lanto, ¿de donde salla el
patrón del aple umversalrn El patronrmedlda se extraía de las que tema d habla ¡enldo algún

persona… destacado Por elempld la yarda, urlldad de lnedlda de Ionglmd que mdavla se

uulrza en los paises salones, fue delrmda por el ley Enrlque l de lnglalerra en el srgld xll como

la dlslantla �����la punta de ≤������y su dedo �������mando exlendla el brazo A paml de
ella, dar.… el ple como la �������parte de esa longllud

cuyas diferencias fisicas respecto a los rasgos europeos se revelan a primera vista?
Seguro que la belleza es igual de idea] en las diferentes culturas, pero, ¿es la mis—

ma idea? Las encuestas realizadas sobre medidas del cuerpo humano en diferentes

países y culturas han demostrado que todos somos iguales.En otro orden de cosas,

y sólo para acabar de cerrar el círculo, existen estudios del mismo tipo sobre la

enseñanu en matemáticas que confirman que las estructuras mentales tampoco

cambian al pasar de un continente a otro.

El número de oro en la pintura

En el Renacimiento.el desarrollo de la perspectiva y la búsqueda de las propor»
ciones ideales para la han…hi……coincidir en el tiempo y en la dedicación a

artistas y científicos.El momento de la codificación de la perspectiva es también

el comienzo de la geometria proyectiva, que los propios pintores renacentistas
fundamentaronÍalf-Lograr plasmar de manera realista los objetos tridimensionales
en sus cuadros, es decir, en dos dimensiones, Leonardo daVinci jugó un papel
fundamental en estos logros,pero también lo harían Rafael 0 Durero.

En 1435 apareció la obra fundamental de la perspectiva,el Tratado de la pintura,
de LeonBattistaAlberti. en el que se explicaban los métodos para conseguir repre-
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LEON BATI'ISTA ALBERTI (1404-4472)

Alberti nació en Génºva en 1404, cuando Brunelleschl estaba en plena apogeo. Era hijo

natural de un rico comerciante y banquero florentino, desterrado de la Tostana por motivos

politicos.

Fue unexcelente ejemplo de hombre del Renacimiento:se dedicó principalmente a la arquitec-

tectura, las matemáticas y la poesia, pero también cultivó la lingbísúca, la filosofia. la música

e incluso la arqueología. Alberti integró la segunda generación de artistas renacentistas y se

convirtió en su figura más emblemática. En su opinión, cel artista en este contexto social no

debe ser un simple ermano, sino un intelectual preparadoen todas las disciplinas y todos los

terrenos». Trabajo como arquitecto para el célebre comerciante y humanistaGiovanni di Paolo
Rucellaí, para quien realizó la fachada de Sama Maria Novelia, resueltaen basea la proporción

aurea. Sustrabajos se encuentran entre lasmayores obras de la historia de la arquitectura: el

PalacioWellal, la Villa Médicis, etc.

cuandoAlberti murio en Roma en 1472 tras una vida intensa, dejo obras inolvidables y las

teorías más ínñuyentes, En el momentode su muerte, su relevoya staba preparada Eljoven
Leonardo da Vinci (enlaveinte años.

Enw célebre [rabode la Capilla
Bram/;Masami:pintó (deizquíerda
a derecha)aMaiº/¡M, sumerito
(mirandohacenosotras), LeonBattista
Albertiy anellschí¿[…
supe-abi). Juntoa estas/lnea; unapágina
pertenecienteal libronúmerodelTratado
de lapinturademon BERNA/beni
(edición rea/”Rada en 1733congrabados
de…Swan!)



sentar la realidad.En ella aparecieron ideas que lo cambiaron todo y que se con—

virtieron en las nuevas reglas. como las expresadas en las famosas frases eel primer
requisito para unpintor es conocer la geometria» y tel cuadro es la ventana abierta
a través de la que se ve el objeto pintado».

La obsesión de Alberti era la búsqueda de reglas teóricas y practicas para guiar

el trabajo de los artistas. por lo que sus obras están repletas de numerosos cánones.

En De statutn expone las proporciones del cuerpo humano, en Depícmm realiza la
primera definición de la perspectiva científica y en De re aedfmton'a describe su

concepto de la arquitectura moderna. completamente imbuido de la proporción
, . .in de sus , , es una del hu-áurea. Lo rev

mano: la mezcla entre lo antiguo y lo moderno, que, en el periodo renacentista
había comenzado ya Filippo Brunelleschi.

Leonardo daVinci continuó el estudio de la perspectiva, en pleno auge y desa—

rrollo formal y teórico en su época.El genio afirmó que dla perspectiw es la rienda

y el timón de la pintura».Su influencia es claramente identificable en muchos de los
ardstas que le sucedieron, en particularAlberto Durero,quien estuvo igualmente in-
teresado en la investigación de los fundamentos científicos de la pintura.Aunque no

se dispone de testimonio directo del uso de la proporción aurea por parte de Leonar-

do, la composición de obras como LA última [ma se solapa de forma asombrosa con
diversas figuras áureas;en especial, el rectángulo.

Los elementos de ���composición de La última (ena de Leonardo tienen proporcionesáureas.
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En esta obra el rectángulo áureo define tanto las dimensiones de la mesa como

la disposición a su alrededor de Cristo y sus discípulos Con el conocimiento que

ya tenemos de la proporción aurea, podemos constatar a simple vista que también

la siguen las paredes de la estancia y las ventanas del fondo.

Tampoco el retrato de la Gioconda está exento de la razón áurea.Diversos estudios
muestran cómo el rostro de Mona Lisa, tanto en su conjunto como en sus detalles, se
enmarca con precisión en una elegante sucesión de varios rectángulos áureos.

El rostro de la Gioconda está inserta en rectángulos aurea;supelpuesms.
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La estrella pentagona/subyace claramente en la compoy'aón
de La Sagrada Familia, de MiguelÁngel.

En términos ' los pintores � inñuidos i., ' ' '�
temente— por la proporción aurea uszmn los RA para las proporciones a todos los

niveles de detalle. El símbolo pentalfa les sirvió para la distribución del espacio, ri—
giendo sobre todo la colocación de los personajes.Con el mismo propósito se usó

también la espiraláurea. Un ejemplo de organización a través de la estrella penta-

gonal es La Sagrada Familia, de Miguel Ángel. La presencia de (¡> en Laflagelm'án,

de Piero della Francesca.y en El nacimiento de Venus, de Sandro Botticelli. ofrece
imágenes de una belleza estremecedora.Trazar las figuras que organiun esas obras

es un delicioso desafiar
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En El nacimiento de Venus, de Sandro Botticelli, el cuerpo dela diosa mueslra proporciones ¿mas.

El más destacado continuador de la estela de Leonardo fue Alberto Durero.En
1525,Durero publicó el primer libro de matemáticas escrito en alemán: Instvurcián

sobre la medida ron regla y compás dejigura:planas )! sólidas, conocido popularmente de
manera mucho más simple por el título De la medida.El pintor y matemático ofrece
en él su filosofía de la belleza en la armonía de las proporciones: ¡¡La belleza consiste

en la armonía de las partes entre sí y con el
todo […]Lo mismo que cada parte en si debe
ser convenientemente dibujada, también su

reunión debe crear una armonía de conjunto,
[...] porque a los elementos armoniosas se les

tiene por bellos».
De la medida describe la construcción de

un gran número de curvas, como la concoi—
de, la espiral de Arquímedes y la espiral basada
en la sección ¿urea, también conocida a part-ir
de entonces como la espiral de Durerº. El libro

Construcción de ¡a sección cónica dela parábola,
en De la medida.
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oñ'ece métodos exactos (y otros aproximados) para construir polígonos regulares;
considera las pirámides,los cilindros y otros cuerpos sólidos,y estudia los cinco sóli—

dos platónicos,así como los sólidos semirregulares de Arquímedes Durero tampoco

olvidó la construcción de las secciones cónicas,como la parábola.Enconjunto. como

vemos, su obra se puede considerar como el inicio de la geometría descriptiva.
Finalmente, el libro cuenta con una introducción a la teoría de la perspectiva.

Durero hizo wrios grabados en los que mostraba los aparatos necesarios para apli—
carla en dibujos del natural.

Dasgrabados de Durero (¡editadosa losaparams nacesarraspara aplicar ¡aperspeczr'va
en ≡�dibujo.
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ALBERTO DURERO (1471-1528)

Durero, ::Omer, es considerado como la máxima figura

del Renacimiento inem de Italia. Naáó en 1471 en Nu-

remberg, donde se formó como pintor y grabador. Aca-

bada su instrucción, viajó porAlemania, yen 1494,visím

Venecia. la que le_dio masónde conocer la obra mate—

maricade Padoli.Al anosiguiente abriósu propio taller en

su ciudad natal.Además de pintura. se dedicó a estudiar

a fondo“Matias.Vivió en italia de 1505a 1507,más

interesado en aprender sus matemáticasque su arte, del

que ya era maestro consumado. Fue nombrado pintor de la corte del emperador MaximilianoI
en 1512. El nuevoemperador Carlos V le renovó en el cargoen 1520.Además del ¡:meDela

medida tambiénescribióLas�����librosde lasproporcionadelcuerpo humano,

En cuanto a los grabados del artista, Melancolía I es quizás el más conocido.En
él,Durero muestra su pericia al trazar distintos objetos en perspectiva,en particular
lo que parece ser un romboedro,situado a la izquierda.A la derecha aparece un

cuadrado mágico,un cuadrado compuesto por números donde la suma de sus filas.
columnas o diagonales es constante.El cuadrado muestra dos cifras en la parte infe'

rior de las filas centrales que datan la obra: 1514.

Melancolía |,de Durero, y detalle del cuadrado mágico
en los que se puedeapreciar la estrecha vinculación de
¡aobra de Durero con sus conocimientos matemáticos

110



Tendrán que pasar algunos siglos para que se renueve la relación entre el arte y
las matematicas,El momento privilegiado tuvo lugar a inicios del siglo xx, con el
auge del arte abstracto. Los historiadores del arte LucyAdelinan y Michael Compa
ton, escribieron sobre ésta época que ante todo había un interés generalizado
por las geometrías no euclidianas y/o n—dimensionales… En segundo lugar, el pe-
riodo señaló la derrota de la perspectiva y su sustitución con cánones diversos

menos sistemáticos,En tercer lugar, los artistas hacian uso de proporciones nu—

méricas y de parrillas que, como las figuras geométricas, se asociaban a la idea de
reducir el arte a sus elementos específicos.En cuarto lugar,aparecieron en pintura

elementos que se extraía… de textos de matemática.… Por último,simples figuras
geométricas se asociaron a las máquinas y a sus productos y de esta manera al pro

greso o a la modernidad».

Fue unmomento de efervescencia creativa de ambas disciplinas.En 1912 tuvo
lugar un acontecimiento revolucionario, como señaló el pintor y escultor suizo
Max Bill:“El punto de partida de esta nueva concepción se debe probablemente a

Kandinsky,que en su libro Uche!das Geittige in der Kunst (De lo espiritual en el arte)
puso en 1912 las premisas de un arte en el que la imaginación del artista se sus—
tituiría por la concepción matemática».Piet Mondrian expresó el cambio con las

LA CALAVERA ANAMÓRFICA

La anamorfoss es el efecto por el
que los obietos representadossólo

sonvisibles desde un determinado

punto o a través de ��elemento

especifico que mndillca el punto

de Vista del observador, un crlmdro

o un cono, pot elemplo. El más

célebre antecedente de enamor-
losis es el cuadro los embajador

res, de Hans Holbein (149771543),

en cuya pane pfgrior aparece una
calavera det'ár'mada, que podemos

ver perfectamente ≤�miramosde;

de el punto adecuado.
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Composición supreman'sta, realizada en 1915por KasimirMalevích. Lospintoraabstractos
también panfande lageometria parasus composiciones y en ellas la pmpam'ónáuma

volvia a aparecen

palabras siguientes: ¡El neoplastidsmo tiene sus raíces en el cubismo.También se

le puede llamar pintura abstracto—real, porque lo abstracto (como las ciencias ma-

temáticas pero sin alcanzar como ellas lo absoluto) puede ser expresado por una

realidad plástica en la pintura. lista es una composición de planos rectangulares
coloreados que expresa la realidadmás pmñanda,que llega a través de la expresión
plástica de las relaciones y no a través de la apariencia natural… .. La nueva plástica

plantea sus problemas en equilibrio estético y expresa de ese modo la nueva ar»

manía».

Max Bill definió esa nueva manera de entender el arte: ¡La concepción ma—

temática del arte no es la matemática en el sentido estricto del término. incluso
se podria decir que seria diñcil para este método utilizar lo que se entiende por
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matematica exacta Es más bien una configuración de ritmos y relaciones, de
leyes que tienen un origen individual, del mismo modo que la matemática tiene

sus elementos innovadores originarios en el pensamiento de sus innovadores».

Muchos artistas destacados del siglo xx tienen un fuerte sabor matemático;

muchas obras fundamentales tienen una concepción matemática o incluso usan

las matemáticas como fuente de inspiración. No sólo destaca el omnipresente

Escher. quizas el más popular.sino movimientos enteros, como el suprematismo
o el cubismo. La subcorriente de este último llamada Sección Áurea se basaba en

la idea de la búsqueda de formas universales.La Szrtión Áurea del cubismo estuvo

liderada por Marcel Duchamp,y en ella participaron nombres tan ilustres como

Le Corbusier,]uan Gris y Fernand Leger.

La proporción áurea en la arquitectura

La proporción aurea se intuye en construcciones humanas desde los antiguos

egipcios, aunque raramente puede asegurarse que ello obedeciera a una prefe-
rencia deliberada. La altura y la base de la gran piramide de Keops,por ejemplo,
guardan entre si una íntima correspondencia con ©.

Los arcos del triunfo de la Roma clásica resiguen la proporción aurea. como
también 10 hacen las tumbas licias y las iglesias de la antigua ciudad de Mira (la
actual Demre turca). Otras civilizaciones muy alejadas de la cultura clásica parecen
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coincidir en el aprecio por la razón de oro. No lejos del lago Titicaca,junto a la

capital de Bolivia,La Paz,se encuentra la Puerta del Sol deTiwanaku,monumento

de una cultura preincaica regido completamente por ©,

La Puena delSol de Tiwanaku (Bolivia), que en la actua/¡dadse halla medio derruída,

tiene una composición que parecearticulada por reaángulos¿areas.
La construcción data de! 1500a.C. aproximadamente.

114



BELLEZAv PERFECCION EN ELARTE

Como yo se mencionaba en el primer capitulo, siempre se ha considerado que,
de todas las construcciones de laAntiguedad, el ejemplo más representativo de uso

clásico de la proporción aurea en la arquitectura ha sido el Partenón.No en vano, el

nombre moderno de la sección áurea,phí,es la inicial del constructor de este mo—

numento,Fidias.Sin embargo,hoy en día este punto es objeto de discusión

ElPartenón deAtenas, cuyas proporcionesáureas se señalan tradicionalmente
como paradigmáticas, aunque ¡amedición exacta sobre el terreno presente ligeras divergencias.

Ciertamente, la media y extrema razón tuvo su mayor valedora occidental en
la cultura griega, pero una toma de medidas sobre el terreno arroja una cantidad

de inexactitudes tan sorprendente que han acabado por levantarse las sospechas en
una parte considerable de la comunidad de expertos. ¿Es posible que en la historia

de la cultura occidental haya habido un intento de encontrar la relación aurea en

el diseño del Partenón mas que un uso consciente por parte de sus constructores?

Es el problema de la interpretación cuando los datos son lo convenientemente
ambiguos; una cuestión que ha dado mucho trabajo en todas las civilizaciones a

los exegetas de,:oºdos los tiempos. Siempre se pueden contar 666 pasos, escalones,

pulgadas. entre dos puntos cualesquiera para justificar la subida del demonio desde

los infiernos o la bajada del profeta desde los cielos. De igual manera,tomando las

medidas adecuadasen cualquier monumento,siempre se puede encontrar © como

cociente,aunque el arquitecto no pensara en ella en su construcción.

115



BELLEZAv PERFECGON EN ELARÍE

Sin embargo. podemos certificar como usos conscientes las manifestaciones de

la divina proporción en la Edad Media, porque a menudo están documentadas.
El pentágono regular o el pentagono estrellado aparecen como recursos de come

trucción durante todo este periodo. Los espectaculares rosetones de las catedrales
góticas son clásicos ejemplos de ello.

Con la edición traducida de Vitruvio, los teóricos de la arquitectura renae

centistas reivindicarori la necesidad de la armonía de las proporciones en las
construcciones en pos de la belleza.En el apartado correspondiente de La di un

proporción, Luca Pacioli pone al hombre como centro de todas las cosas: (Hablare—

mos antes de la proporción humana referente a su cuerpo y miembros,pues toda
medida con sus denominaciones se deriva del cuerpo humano y en él están seña—

ladas por el dedo del Altísimo toda suerte de proporciones y proporcionalidades
que revelan los más intrínsecos secretos de la naturaleza», para luego utilizarlo

como medida del mundo:(Y por eso los antiguos, considerando la debida dis-
posición del cuerpo humano, conformaban todas sus obras, máxime los templos
sagrados,de acuerdo con la proporción de dicho cuerpo,pues en aquél encontra—
ban las dos figuras principales sin las cuales no es posible hacer nada, es decir, la

circular… y el cuadrado».
En el libro De re uedyíramria, el polifacético Leon BattistaAlberti (140441472)

afirma que la belleza consiste en la armonía de las partes entre sí y con el todo.
Dice Alberti que la belleza res el valor absoluto de un organismo estético, que
irradia en el alma humana una alegria interior. suscitando un acuerdo irrempla-
zable entre el hombre y el universo mediante el cálculo matematico, el juego
de las proporciones, o en términos tomados del Timea de Platón, de las medias

pitagóricas»,

La estrecha relación entre proporción y armonía en el ambito de la música es—

poleó esta búsqueda de la concordancia entre los elementos de una construcción,

La idea partió quizá de la reflexión de Andrea Palladio (1508—1580),el arquitecto
Véneto del manierismo, que tanta inñuencia tendría en el neoclasicismo. En su

obra Cuatro libros de arquitectura consideró que las proporciones de las voces eran

armonías para los oidos,mientras que las de las dimensiones eran armonías para los
ojos: “Dichas armonías suelen complacer considerablemente, sin que nadie salvo

aquellos que estudian las causas de las cosas sepa por qué».

No sólo la Italia del Renacimiento practicó el uso de la razón aurea en el dise-
ño de sus edificios monumentales. La Universidad de Salamanca es la más antigua
de España (data de 1218)y la primera de Eumpa que tuvo el título de universidad.
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La composición de la fachada dela Universidadde Salamanca
se encuentra preydida por un gran rectángulo áureo,

La fachada fue reconstruida en el siglo xv siguiendo el estilo plateresco,una ñisión

de mudéjar y gótico flan-Ligero exclusiva del Renacimiento español, La relación de
oro preside sus proporciones.

Arquitectura contemporánea

Los avances en las técnicas de construcción y el desarrollo de nuevos materiales
hicieron estallar los límites para la imaginación de los arquitectos del siglo xx. El

norteamericana Frank LloydWright (1867—1959) fue uno de los represenuntes

de la arquitectura orgánica. Poco antes de morir, como elegante canto del cisne y

legado impagable para la posteridad,diseñó la gran rampa de acceso al Museo Gu»

ggenheim de NuevaYork siguiendo una forma muy osada: la estructura del nautilo,
es decir, de una espiral,
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Exteriore interior delMuseo Guggenheim de Nueva York cuya forma de espiral aurea
revoluciona la arquireaura en el momento de su roncepcion.

También el arquitecto polaco Zvi Hecker (1931) utilizó diseños en espiral en

las escuelas Heinz—Galinsky de Berlín, construidas en fecha tan reciente como

1995.Hecker partió del concepto de un girasol. con un círculo en el centro alre-
dedor del que rotan todos los elementos arquitectónicos.

El edificio es una combinación de una retícula ortogonal y una concéntrica,

intentando representar la simbiosis entre la rigidez del pensamiento humano y el

caos controlado de lo natural. lrriita a la planta,que sigue la órbita del sol,para que
sus rayos iluminen todas las clases a lo largo del día

Vista aérea de lasescuelas Heinz-Galinsky, diseñadas porZviHecker, cuya planta se inspira en
la disposición de lospétalos de un girasol, Zambi'én aquiel arquitecto quiso imitar la naturaleza,

en ¡a quela colocación delos pétalosestá muy relacionada con �����



PROYECTOS DEMASIADOAVANZADOS

El Monumento a la Tercela internacional propuesto por el

rusoVladimir Tallin (1885-1953) en 1920,nunca fue coris—

truido, pero las maquetas lo presentan como una enorme

torre en hierro, Vldlln y a(ero. Una doble espiral de hierro

y acero debía envolver tres pisos—bloques. repletos de ven-

tanas de cristal, que lotatian a velocidades diferentes. El

primero sería un cubo y girarla una vez al año; el segundo
sería una pirámide, en tomaba mensual;y el tercero, un

cilindro, rotarla a diario,

ElQuincy Park,situado en la ciudad de Cambridge,enMassachuseus (Blades Uni—

dos).está lleno de referencias a la espiral áurea.Fue diseñado En 1997por el aru'sta David
Phillipsy se encuentra muy cerca del Clay Math Institute (CMI)ElCMIes el cenuo de

investigación matemáu'co célebre,entre otras cosas,por ofiecer desde el año 2000unmir

llónde dólares por la resoluciónde cada unode los siete problemas del milenio,escogidos
entre los más importantes pasadores denm) del campo de la investigación matemática.

En el Quincy Park se puede pasear entre estatuas con la espiral (¡urea y curvas de mcvl.
relieves de dos conchas y una piedra con una raíz cuadrada.Una placa da información

sobre la razónaurea,e incluso el aparcamiento de bicicletas,utiliza el simbolo de Ó.

Le Corbusier

El rompedor y radicalmente moderno Le

Corbusier quiso estrechar la mano de Luca
Pacioli a lo largo de los siglos cuando dijo
de el que también había buscado en el pp

sado.En los tiempos del sistema métrico,Le
Corbusier aspiró a hacer su propia aportación

a la exuberanteahistoria del número de oro.

Se quejó de que el sistema métrico habia

despersonalizado los instrumentos de medi—
da y, por lo tanto, se habia perdido la escala Eledlñtío de Naciones Unidas en Nueva
humana. Para recuperarla, inventó su propia Vork presenta tres rectángulosáureo;
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LE CORBUSIER (1887-1965)

CharlesAEdouard leanneret-Gris,

llamado Le Corbusrer, era de Oli»

gen suizº pero se nacionalizó fran-

cés Comenzó en su tierra natal el

aprendizaje de oficios artisticos que
ie acabaria" conduciendo a Ia arqui-

tectura,A los 29 años acudió a París.

donde abrió su propio estudio de ar-

quitecto en 1922.Viajó por Europa,
Iberoaméricay Estados Unidos.

Le Corbusier se proyecto más alla

de la arquitectura.≡�el urbanismo

y el diseno (algunos de sus diseños

son iconos contemporáneos, como

su silla cha/'se longue) Fundó revise

tas influyentes, dictó conferencias y

publicó numerosos tratados (eºli—

cos; fue también un notable pintor.

Construyó casas individuales y grandes urbanizaciones en paises de todo el mundo, (ouvir-

riéndose en uno de los arquitectos más (onoodos¡nivel mundial Participo en la comisión

internacional que diseñó el edificio de las Naciones Unidas en Nueva York, Conmodificaciones
de Niemeyer, otro gigante de la arquitectura y discípulo suyo, finalmente se realizo su pro—

yecto, No es extraño, por lo tanto, que se puedan identificar tres rectángulos áureos en la

fachada del monumental del edificio,

escala, basada en la proporción aurea,pero pasada por el tamiz de los tiempos mo—

dernos.Como respuesta al hombre deVitruvio, ideó el hambre de modular: ¿¡El mer

tro, el centímetro, el decimetro no son de la escala humana,el mndular, sí.Tomé las
proporciones desde el plexo solar hasta la cabeza y el brazo y encontré la sección

de oro allí,y creé un sistema de dimensionamiento que responde a las dimensiones
del cuerpo humano.Lo descubri sin darme cuenta. No soy pretencioso, pero es

impormnte y abre a la industria enormes posibilidades;es útil y moderno.… es una

innovación sensacional».

110



Matila Ghyka recogió la aportación de Le Corbusier. en el volumen segundo
de su libro El númem de am, en el que explicaba que el rectángulo áureo sha en—

trado rriunfalmente en arquitectura a través de los planos recientes del más célebre

apóstol y representante de las nuevas tendenciasmA continuación describió los pla-
nos del arquitecto pam el Mundimeum de Ginebra. Le Corbusier explicó que habia

concebido el Mundaneum como una ciudad rectangular, donde la razón entre la
longitud y la profundidad del rectángulo esta dada por (l):¡La sección áurea define
ambos ejes [de crecimiento], asi como los lados del recinto general [...] El ritmo

esta ordenado de acuerdo con la sección aurea,medida que ha determinado la ar»
manía de tantas obras de todos los tiempos».

Los años de la Segunda Guerra Mundial detuvieron la construcción y se centra»

ron lamentablemente en la tarea opuesta. Le Corbusier dedicó ese tiempo a la teo-
ría. Entre 1942 y 1948 desarrolló el

mºdular.unsistema de medidas para la
edificación y el diseño de mobiliario

doméstico basado en la proporción

aurea y en las medidas de un cuer-

po humano del prototipo sajón (1,82
metros de estatura).El libro El madu-

lor se publicó en 1950 y fue un éxito

inmediato.Tuvo una continuación

en 1955:El mºdulo! 2, que adaptaba
las medidas del prototipo latino (1,72
metros de estatura).
El sistema del modular retomaba el

ideal clásico que pretendía relacionar
de manera directa las proporciones de
los edificios con las del hombre.

¿name de EI modular realizada a partir
de las medidas ¡dea/esSugeridas

por Le Cami-ensu libro homónimo.
Elhombre���la mano levantada mide

226 (my su mitadse encuentra en
ei ombligo (i¡3cm). Ambas (¡rias

multiplicada;o divididas poro generan

una sucesión de Hbonaca.
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EL NÚMERO DEORO EN LA OBRA DE LE CORBUSIER

La villa Saboya, en Poissy, a las afueras de Paris, es un ejemplo magistral del empleo de Le

Corbusier de la proporción con razón 117, algo que se aprecia en tanto en el exterior romo en

el interior del edificio Le Corbusier lo aplicó hasta sus últimas consecuenrias en una gran obra

tanto para el diseño iunrional como por sus consecuencias estéticas: la Unidad Habitacional

de Marsella.

La Wie Sabaye es hoy dia casa museoy monumento nacional de Florida En ias braguitas,
vista de ¡¿pane traseray delsalón, con¡…directo a la terraza?

Exteriore interiorde la UnidadHabitacional de Marsella. Enella el alot/¡recto dlseño todos
losespadas partiendo de lasproporciones del sistema modulo/,

La proporción áureo en el diseño

La caligrafía comenzó con la utilización de la imprenta.y, como no,en el diseño de
los tipos de imprenta intervinieron viejos conocidos de nuestra pequeña historia,

como Luca Pacioli,Leonardo daVinci ()Durero.En esa tarea aplicaron los mismos
principios de proporcionalidad que regían el resto de sus actividades.Al realizar el
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Libro de plegarias del emperador Maximiliano [,Durero utilizó la proporción aurea
tanto en el texto como en las decoraciones laterales.

Sin embargo, desde antes de Guttenberg el formato de los libros contemplaba
una aproximación a la razón de oro. La proporción que se considera más armoniosa

para los libros es 1:1,6 (también expresable como 5:8), pero se suele reservar para las
ediciones de lujo,pues aprovecha menos el papel.El formato más habitual es el que
se denomina proporción normalizada, que es 111.4 (también expresable como 5:7).

Aunque actualmente a las generaciones digitales todo esto les pueda parecer
batallas de otro tiempo,no se debe caer en la desmemoria.Aún hoy en día se usa (1)

para el diseño de paginas web.Además, el más importante icono del diseño actual,

el reproductor de archivos MP3 de la marca más famosa, que la mitad de la huma-
nidad va escuchando por la calle. tiene las dimensiones de un RA.

También son RA las cajetillas de cigarrillos, desde que una conocida marca

impuso ese diseño en 1955 en una campaña de cambio de imagen En el fondo,

el motivo era menos estético que práctico. Las actuales cajetillas se construyen con

una ingeniosa forma de plegado, que además permite hacerle una tapa. Por ello

ese diseño se llamajiip-¡op lmx.El rectángulo mayor de la caja ortoédrica resultante
tiene unas dimensiones de 8,5 X 5 cm, cuyo cociente es ©.Su gran éxito la gene—
ralizó y me copiada en todo el mundo por todas las marcas.

En el diseño de ropa hay peculiares utilizaciones de la proporción áureai Una

empresa estadounidense diseña sus jeans con (I) apareciendo en la curva del bolsillo

delantero. en las proporciones del bolsillo trasero, en la relación entre el pespunte
de la cadera y la costura interior de los pantalones.

Otra manifestación de su omnipresencia hace saltar la proporción aurea al te-

rreno dejuego. Los campos de fútbol son rectángulos con unmódulo aproximado
de 1,52 en su inmensa mayoría,Pero otros no lo son,y un ejemplo destacado es el

LAS RANAS DE FIBONACCI

En la Exposición Universal ���� ∑����≤����������en la oralidad española de Zaragoza, los artistas

Ángel Ariudi y Fernando Bayo ���≤������������sio pequenas ���≥�≤ por todo el recinto… pues 6…

es uno de ¡estem—unos de la sucesion oc �������∩ En el Centro, colmaron una escultiiia en
hormigón eii ioniia ���…l… varado r'il ������donde, aplicando la oroporrioii ����∂�se forc

mñba una (omuiwor— de��cubo con un cl'íulo, (on la medida del numero Di la instalacion

Se llamo Ram/las
[…
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del Real Madrid Club de Fútbol.Su campo es un rectángulo prácticamente áureo,

de módulo 1.606 (las medidas son 106 X 66 metros).
Aunque no suelen declarar ser conscientes de ello, muchos dibujantes de hise

torretas también utilizan Cl) en sus dibujos. Si aplicamos Ó a una viñeta que sea un

rectángulo 5 X 3 cm,tendremos 5 cm : 1,618=3,09 cm y 3cm : 1,618= 1,85 cm.

Así, se pueden llewr estos resultados al rectángulo de cuatro formas diferentes.

Se puede comprobar el uso de esa división de la viñeta en los trabajos de mu—

chos dibujantes. al igual que la utilización de divisiones puras de la viñeta en una

proporción aurea exacta.

Tampoco el diseño aplicado a la música escapa a la relación áureat El promi-
nente luthirrAntonio Stradivarius (1644-1737) ponia gran cuidado en situar los

agujeros de sus violines en proporción aurea. Pese al rigor del italiano, no hay nin-
guna evidencia sobre la influencia de esa colocación en la calidad del sonido.En
cuanto a compositores. parece que tanto Debussy como Béla Bartók conocían y

usaban en sus partituras la proporción aurea,
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Capítulo 5

El número áureo
y la naturaleza

Imaginemos una forma muy sencilla, un rectángulo, por ejemplo. ¿Cómo puede
crecer sin perder su forma? El sentido común nos indica que deberá crecer de ma-

nera uniforme, es decir, en la misma proporción en todas direcciones: como 51 los

lados fueran elásticos y se estiraran poco a poco,con cuidado.Aunque parezca lo

más lógico…si rnidiéramos el crecimiento según ese método.veríamos que la forma

del rectángulo (la relación entre las longitudes de los dos lados) no se mantiene

constante, con lo que perdería su forma.

Crecer conservando la forma

En el capítulo 2 comprobamos que, añadiendo a un rectángulo áureo cuadrados

de lado igual al de su lado mayor, da lugar a otro RA.Con ello, se aumenta su

tamaño pero su forma se conserva. puesto que todos los rectángulos RA tienen la
misma relación entre sus lados (evidentemente,(I)). Sucedía algo similar. aunque a

la inversa. al sustraer cuadrados al RA.Por eso decíamos que el gnomon del RA
era el cuadrado.Esta propiedad es exclusiva de los RA,pues lleva a la definición de

(I). Por lo tanto, para variar el tamaño de una figura sin cambiar su forma se puede�obserwndo el ' ' de losutilizar la�, " aurea.Lo
seres vivos, sobre todo de los vegetales.

Para entender lo que significa exactamente (conservar la forma», pensemos un
momento en el ser humano.¿Se conservan sus prºporciones? Muy al contrario. di-
ríamos que su desarrollo es un constante cambio de proporciones.Aunque siempre
pmtestemos por ello, es una suerte que nos transformemos con la edad, porque si

conservárammºla— forma que teníamos al nacer tendríamos serios problemas para
mantener la cabeza erguida.

Por otra parte,vimos también la espiral aurea. cuya diferencia fundamental con

otras espirales esque se va ensanchando a medida que gira. El biólogo escocés
D'ArcyThompson (1860-1948), llamado ¡¡el primer biomatematico», identificó
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EL NÚMEROÁUREO v LA NATURALEZA

���∩�∑
Femde Fem de Feto de Niño de Niño de Niña de Adulto,
2 meses 7 meses 9mesa 2 años 6año; 12años 78 años

Comparativa de laproporción entre el cráneoy el cuerpo humano en lasdistintas erapas de crecrmrenro

que la propiedad de algunos seres vivos de aumentar por crecimiento terminal sin

modificación de la forma total es característica de la espiral logar-¡(mica y de nin—
guna otra curva matemática: aToda curva plana que parte de un polo fijo y de tal

naturaleza que el area polar de un sector sea siempre un gnomon respecto del área

precedentemente obtenida, es una espiral logaritmica».
Los insectos trazan una espiral aurea cuando se acercan a un punto de luz. Si en

vez de alejarnos de un punto determinado, queremos acercarnos a él conservando

el ángulo de giro, sólo podremos hacerlo así. Las aves de presa mantienen esa tra-

yectoria cuando se lanzan a cazar. Es la única manera en la que pueden mantener

la cabeza recta y sin miarla de posición.con lo que siempre tienen control visual

sobre las presas y maximizan la velocidad.

La proporción áurea en los seres vivos

El hombre ideal de Leonardo supuso una primera reflexión sobre la presencia de
(I) en el mundo animal.A partir de entonces, la historia del arte y de la ciencia ha

visto numerosos estudios sobre la adecuación de diferentes partes del cuerpo hu-
mano ala proporción aurea, Pero ya en la Edad Media la medida humana se usaba

como patrón. Los constructores de catedrales franceses utilizaban un instrumento

de medida consistente en cinco vástagos articulados con las longitudes de la palma,
la cuarta, el palmo, el pie y el codo, que correspondían a las magnitudes del brazo

humano.además de la longitud del pie.
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palmo
cuarta

palma

codo
codo

Todas esas longitudes eran múltiplos de una unidad llamada linea,que equivalía

a poco menos de 2,5 mm (conmás exactitud 2,247). La siguiente tabla muestra la
equivalencia de estas medidas con la línea y con nuestras unidades actuales. Se pue-
de comprobar que las líneas son términos sucesivos de Fibonacci;por lo tanto, la
razón de cada uno respecto al anterior será (1), lo que no deja de ser sorprendente,
pues las medidas iniciales ñaeron tomadas en el cuerpo humano.

palma 34 líneas 7,64 rm

cuarta 55 líneas 12,63cm
palmo 59 líneas 10 cm

ple 144 lineas 32,36 (m

(odo 233 líneas 52,36 cm

La filotaxis y la proporción áurea

Lafloraxis es una palabra de origen griego, compuesta por phyllon.que significa
ahoja»,y taxis,/gue quiere decir aorden», con la que se define la disciplina de la boA

tánica que estudia la disposición de las hojas sobre el tallo, la cual, como veremos,

sigue pautas geométricas y numéricas. Esta disciplina permite descubrir algunas��de las " � naturales más ' por la � de su diseño. a
menudo expresable en términos matemáticos increiblemente precisos.
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ESPIRALES

Una espiral es una �����continua que va dando vueltas alrededor de un punto central sm

cruzarse nunca Existen drferentes ������trazados por métodos drversos, (on propledades ex-

c…srvas en cada ����
El pnmer Upaes er llamado esprra/deArquímedes, en honor a su descubridor, de qulen se duce

quela observó por prrmera vez en una tela de araña 54 entollamos una cuerda en ��palo, al
desenronerla manteniéndola mame, su extremo describe una espiral en la quela distancia de

esre es proporcional al ángulo girado. Una de sus propredades más ����≤∂≤ es que la dlstanua

entre dos esprtas se manllene constante,

≤�seg…mos el mismo procedrmrenrocon una cuerda enrollada en…cono, la espiral que resulta

es la aspira/aurea ::de Durero (la famosa esprral ¡ogarrrmica que hemos encontrado a lo largo

del hora). En este caso, ¡as esorras van creciendo en anthura, tomo puede observarse en el

dibujo exterior del caparazón de un caracol o de la concha del naulilus���espltal proyectada en el espana se comete en ���hélice Las hélices pueden crecer al

gwar, como vemos en los cuernos de algunos animales o en un simple sacacorchos, con lo que

tenemos rre/¡ces (ewido/ez pero también pueden mantener una anchura constante (como en

el caso de los muelles, las escaleras de caracol, las (¡mas que se enmllan o la doble hélice del

ADN). en lo que llamamosn' (es ulindn'cas

Para empezar, se puede observar a simple vista en cualquier planta que las

hojas no crecen nunca una encima de otra. Si lo hicieran. se ocultarían unas a

otras el sol que necesitan,asi como la lluvia o el oxigeno.A priori parece simple-
mente lógico,pero si lo pensamos unmomento,se diría que revela una suerte de
conciencia,Lo más sorprendente esta por llepr,pues un análisis más detallado
de la disposición de las hojas en la planta revelara siempre un patrón, es decir,

una organización.
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JOHANNES KEPLER (1571-1530)

El astrºnomo alemán lohannes Keplerfue partidario desde muy

joven de la mona hellocénmca del movimlenlo planetarlo.

de su colega polaco Copérnico, que establecla que los

planetas giran alrededor del sol. La doctrina oflcial

seguia defendiendo de manera lnamovlble que la

nenaera el centro del universo, y sostener lo ton-

trarlo causaba polemica,y podia llevara la carcel.

En un principio, Kepler se adscrlbió sin reservas

al concepto piragorico donde todo se rige por el

numero. Creyo encontrar un modelo cosmologlco

basado en loscinco SÓlIdOS platonicas (losclnco únicºs
poliedms regulares poslbles).con los que intentaba dar una

respuesta geométrica a los rmervalos entre las Órbitas de los seis

planetas entonces conocldos Lo presento en su primera obra, Mystenum cosmographr'cum (El

misterlo cosmograflco), de 1595 Kepler trataba de explicar la armonla del mundo sigulendo el

concepto grlego, y aannonrzar» en griego quiere decir xencajar».

El modelo es descrito de la Slguiente ¡armar ula esfera de la Tierra es la medida de todas las

órbitas. Clrmnstriba un dodecaedm a su alrededor La esfera que la rodea esla órbita de Marte.

Circunscrrba un letraedru alrededor de Marte. La esfera que lo rodea es Júpiter. Circunscnba un

cubo alrededor de lúprler. La esfera que lo rºdea sera la de Saturnº. Ahora inscriba un ltosaedm

en la Órblta de la Tierra. La esfera inscrita es la Orbita de Venus. inscribe unomedmdentro de

Venus La esfera inscrita en él es la de Metmno»
Carl esta consirucclon, el alemán logró un hermoso y armonico modelo que encaja con las

observaciones y cálculos de su época con escasos errores; pero no tiene nada que ver con la
realldad, como él mismo tuvo que reconocer poro después,

Lospensadores de la Grecia clásica ya advirtieron algunas de estas propiedades,pero
seria Leonardo el primero en desentrañar las claves de la disposición.El genio se dio
cuenta de que las_l;ugjas se colocaban siguiendo espirales a lo largo del tallo en grupos
de cinco, lo queuindica que el ángulo de giro de las hojas tiene que ver con múltiplos

de 1/5.Unpoco más tarde,Kepler observó que el pentágono tenía una presencia im—
portante en las ñomque a menudo tienen cinco pétalos,o en las frutas. cuyas semillas
a menudo se distribuyen formando unpentágono estrellado,como lamanana.
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La fllotaxis y las matematicas comienzan a aproximarse cn el siglo XIX, de mar

nos del naturalista alemán Karl Schimper (1803—1867) y el cristalógrafo francés

Auguste Bravais (1811-1863),Ambos advirtieron la presencia de números conse-

cutivos de la sucesión de Fibonacci en las piñas.En sus estudios desarrollaron la re»

gia general de los factores de la filotaxzis,que podían ser expresados como cocientes

de los números de Fibonacci,

A partir de entonces, la sucesión de Fibonacci y la botánica quedaron uni-

dasr En 1968 el matemático norteamericano Alfred Brosseau hizo un estudio con

4.290 piñas de diez especies diferentes de pinos de California y pudo comprobar

que, con la insignificante excepción de 74, todas las demás seguían la sucesión de
Fibonacci,lo que supone una coincidencia del 98,3%.Como suele suceder,pasado
el tiempo suficiente, la comunidad científica tuvo otro ataque de escepticismo y
repitió el estudio en 1992.El botánico canadiense Roger V jean amplió el estudio

a 12.750 observaciones de 650 especies diferentes. La sucesión de Fibonacci apare—
ció en el 92% de los casos.

Las hojas de la mayoría de las plantas de tallo alto parten de este úlu'mo siguiendo
una espiral, y cumplen la ley de divergencia, que establece que,para cada especie de

planta.el ángulo que fon-nan dos hojas consecudws es constante y se llama ángulo de
divegena'a, Este ángulo se expresa en grados, como una fracción en la que el numef

rador es el número de vueltas alrededor del tallo desde una hoja 3 la siguiente,y el
denominador, el número de hojas que se encuentran en ese recorrido.

La serie de Schimper—Braun.formada por los cocientes entre uno de los oérmi—

nos de Fibonacciy el de dos lugares más adelante: a” /a nos da una clasificación…�

El número de espirales (8, 73) en Cada una de los dos sentidos de giro
de esta piña son términos contiguos de lasucesión de Fibonacci.
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de muchas especies según su ángulo de divergencia. Si recordamos que el cociente
entre dos términos consecutivos, a ��∕ a", tiende a CD, tendremos que la serie ante-
rior tenderá a 1/(Dº. El razonamiento matemático sería mas o menos así:

� � º… =] _] …
�−∙�"… ��∙“»;

�−↕�<i> oz���Ha a… …
La pregunta realmente difícil de contestar es: ¿cómo usaben» las plantas que

deben posicionar sus hojas siguiendo el modelo de la sucesión de Fibonacci? Pues
bien, el crecimiento de Las plantas se da en la punta del tallo. que tiene forma có—
nica. Las hojas que crecen primero y están más abajo tienden a estar alejadas del
tallo de forma radial cuando se ve la planta desde arriba. porque allí el fallo es más
grueso. Bravajs descubrió que las nuevas hojas avanzan rotando el mismo ángulo,
aproximadamente 137,5“.Si calculamos��−El

(Dº d”

(los 360“ que corresponden a una vuelta completa por el limite al que converge la
sucesión anterior), se obtienejustamente 137,5º,que a veces se llama ángulo áureo.
Trabajando en sentido inverso, desde las matemáticas hacia la botánica, un equi?

po de cientíñcos liderado por N. Rivier descubrió en 1984 que, utilizando un

2%

…;“;
Las hojas adyatenfes del tallo de un girasol
se disponen con una distancia angular de
aproximadamente 737,5“ entre SI, es decir.
cada una rata 137,5ºcon respecto a la ame/ion
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algoritmo matematico con un ángulo de crecimiento igual al ángulo áureo, se ob—
tienen estructuras similares a girasoles reales. Su conclusión fue interesante: son los
propios requerimientos de homogeneidad y autosimilitud los que limitan de ma-
nera drástica las estructuras posibles, lo que podria explicar la frecuente aparición
de los números de Fibonacci y de la razón aurea en la ñlotaan's. Otros experimentos
con campos magnéticos también muestran configuraciones con espirales aureas.
En esta repartición de semillas virtual generada por ordenador, se obsem con

claridad la emergencia de un gran número de espirales de distinta curvatura. El
número de espirales de longitud similar en uno y otro sentido suelen ser términos
sucesivos de la sucesión de Fibonacci.

Asi se corroboró el clásico experimento de 1907del matemático alemán Gerrit
van Iterson, quien amontonó puntos sucesivos separados por 13745” en espirales y
mostró que el ojo humano observa una familia de patrones espirales a favor y en
contra de las agujas del reloj. El número de espirales en las dos familias tienden a
ser números de Fibonacci consecutivos. El girasol es la muestra más espectacular
y mejor conocida de este fenómeno, Cuando se mira un girasol, se ven espirales a
favor y en contra de las agujas del reloj, formadas por las semillas (las pipas de gi-
rasol); las cantidades de cada una de ellas son también términos consecutivos de la
sucesión de Fibonacci. Los más frecuentes son los pares 21-34, 344 55 y 89—144.
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¿Es todo ello una característica necesaria del crecimiento o sólo una fascinante
tendencia generalizada?

9.4.
tiº:—1
¡¡

m::“n::�−−−�−
21

Bra flor del girasolpresenta un par de21y 34 espirales de sentido connario.

Similar a las hojas es lo sucedido con las lamas de un árbol, que tampoco nacen
amontonadas, sino de nuevo en espirales. El tamaño de un árbol va wriando a lo
largo de su vida, pero su aspecto exterior es el mismo; se mantienen las proporcio—
nes entre su altura y la longitud de sus ramas. asi como sus formas relativas. Gracias
a ello se pueden distinguir en la distancia unas especies de otras sin tener que estu-
diar con detenimiento sus hojas o su corteza,

1

1 �� 1

Ramas Hojas

El botón de plata (Achillea ptarmica) es una de las muchas plantas cuya disposición
de ramasy hojas sigue la pauta de la sucesión de Fibonacci
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Flores y pétalos

El número de pétalos de muchas Heres suele ser
tanbien alguno de los términos de la sucesión
de Fibonacci, como en el caso de la lila (3).el
ranúnculo (5).1a espuela (8),la Caléndula (13) o
el aster (21). Los diferentes tipos de margaritas
u'enen distintos números de pétalos, pero sieme
pre son números de Fibonacci (21,34, 55, 89).
Un lugar común en las historias de amor es

la pregunta a la margarita. pétalo a pétalo: ¿Me
quiere o no me quiere? Podría parecer que un
matemático enamorado puede jugar con ven—

El número de los pétalos de la margarita
es siempre un número de la sucesión
de Fibonacci? en este caso, 21,

taja a la hora de deshojar la margarita, pero no es asi. Por suerte. la naturaleza y las su—
cesiones de Fibonacci siguen dejando espacio para el am y la incógnita se mantiene
inmcm; aunque el número de hojas de la margarita sea un término de Fibonacci, en la
sucesión hay valores pares e impares y no podemos saber cuantas hojas va a tener una
margrita cualquiera. La pregunta romántica seguira siempre teniendo una respuesta
imprevisible.
Como ocurre en la arquitectura, a veces la presencia de la proporción aurea en

las formas y dimensiones vegetales puede parecer mas forzada que natural pero los�casos �� no sólo son …. 4 sino muy
y hermosos.��≡����

,… iW |

El olmo de montaña (Ulmus glabra) y al lado ¡afrecuente higuera (Ficus (arica).
Obsérvensa lasproporciones áureas de sus hojas.
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El nautilus

La espiral equiangular o aurea da forma a los caracoles,y quizá su ejemplo más eit-
mordinario es el nautilus o nautilo (Nautilus pampilíus). La estructura de su interior
se construye añadiendo cámaras de mayor tamaño cada vez pero siempre conser—
vando la forma. Sobre cada parte de la concha que permanece se añade otra num,
exacumente igual, pero más grande.

En la estructura espiral del nautilo in—
fluyen también los movimientos de tut—
bulencia con velocidad de expansión
creciente, que podemos observar en los
remolinos de los ríos o en un liquido que
se va por el desagiie.A gran escala, ésa es
la disposición de las galaxias,
En la naturaleza aparecen otros tipos

de espirales, commla que forma un gu—
sano al enrollarse, en que la espira es de
anchura constante. Se trata de una espiral

. . También ha en la naturaleza estructurasde Arquímedes, que en reahdad no tiene P ésde la ñ pentagonal,

relación con (I). como las estrellas demar
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Los fractales y el número áureo

En el primer capitulo vimos dos expresiones de ©, la primera. como úacción con-
tinua, y la segunda, como raiz de otras raíces:

<I>=1++=[1,1,1,1, (1)
1+7
1+ ↕
↕��1»…

(¡> ↕��↕��↕������ (Z)

Si continuamos desarrollando cualquiera de los dos casos, conseguiremos sub—
divisiones de las subdivisiones, raíces de las raices, en un descenso infinitesimal.
Cuando nos cansemos de hacerlo. podemos echar un vistazo al último término,
como si miráramos por un microscopio, y nos encontraremos siempre, por muy
profundo que hayamos creído cavar. con que la expresión sigue siendo la misma.
Este complicado ejercicio mental es la puerta que nos abre el mundo de los fracta—
les, desde el universo de (D.

El concepto defrutal apareció en 1975con
la publicación de un ensayo titulado los objetos
frattalesjonnn, azar y dimensión del francés de
origen polaco Benoit Mandelbrot (nl 1924).
En la introducción, el autor explica que ha in-
ventado los neologismos sinónimos vbjetofmctal
yfalta!a partir del adjetivo latinofr….Siete
años más tarde, en La geometría/rada de la na-
turaleza, Mandelbrot redefine su objeto como
¡un conjunto cuya dimensión de Hausdorffa
Besicovitch es estrictamente mayor que su di—
mensión topológica», lo que nos disponemos,
si no a aclarar, al menos a intentar explicar.
Recordemos que los objetos geométri»

cos tclásicos» tienen dimensiones enteras: el
punto tiene 0 dimensiones. la recta tiene 1,Benoit Mande/mot, matemático

que desarrolló el concepto de fractal. el plano tiene 2 y el espacio tiene 3. La dia
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mensión fractal, en cambio, es una dimensión decimal. Al estar situada entre dos
números enteros, los fractales no se pueden tratar como un volumen y un area
cnormales».Tener una dimensión no entera es perfectamente posible en el reino
fractal. Un fractal con dimensión mayor que i y menor que 2 es una superficie
no delimitada por una curva o un conjunto de rectas, pero que no llega a ser un
plano (su perímetro es infinito y no tiene derivada en ningún punto).
Eso le pasa a la curva de Koch, que se puede construir mediante un proceso

geométrico iterado, como veremos a continuación. Si la dimensión fractal está en-
tre 0 y 1, como en el llamado conjunto de Camor, es un grupo de puntos alineados
que no llegan a constituir una recta, pese a ser infinitos y a estar infinitamente
próximos entre sí.Una curiosa paradoja geométrica, en efecto.
Una de las caracteristicas de los fractales es la autosimilitud: es decir, que man-

tienen la misma figura al aumentar o reducir la escala. Los miremos de mas cerca
o de más lejos, en general o en detalle, la imagen que veremos será siempre la
misma.

El fractal llamado acopo de nieve»

La curva o fractal de Koch es llamada campo de nieve» porque es una estilización
de la forma de estos objetos Es una de las primeras figuras fractales. que definió en
1906 el matemá 'co sueco Helge von Koch (1870—1924), antes de la formalización
del concepto y del nombre que las ha acabado popularizando.Veamos como se
forma y cuáles son sus propiedades.
Partiendo de un triángulo equilatero, dividimos cada lado en tres partes igua—

les. A continuación, eliminamos la parte central de cada lado y dibujamos hacia
afuera un triangulo equilátero de lado igual al segmento que hemos eliminado.

∆→∆→i�∆→
Continuamos el proceso en cada uno de los triángulos equiláteros cada vez más

pequeños que van apareciendo El proceso es cada vez más diñcil de realizar con
lápiz y papel, pero un ordenador puede hacerlo con facilidad.
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Asi obtenemos una hermosa estilización de un copo de nieve, del que imágenes
tomadas con microscopio muestran que tiene una estructura hexagonal.
Vamos a intentar calcular la longitud y el área de esta curva En cada uno de los

pasos, cambiamos un segmento de longitud 3 (de 3 segmentos) por otro de longi—
tud 4 (de 4 segmentos).

Luego, en cada iteración multiplicamos 13 longitud inicial por 4/3.Así, si la
longitud inicial del triángulo equilátero era L, en la iteración n la longitud de la����������
¡Como4/3 es mayor que 1,ésta puede hacerse tan grande como queramos! Dicho

cum será

en términos más matemáticos, la longitud de la curva de Koch, Ln tiende a infini—
to: basta con continuar las iteraciones pata que aumente tanto como deseemos.
Veamos qué pasa con el área. Supongamos que el triángulo inicial es de area

A = 1.
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Si lo dividimos en triángulos de lado la tercera parte, tenemos 9 triangulos de
menor tamaño a los que añadirnos 3 en la primera iteración, es decir 1/3 del área
inicial. Por tanto, se tiene A1=1+1/3= 4/ 34

VV
AA

V
En cada una de las puntas de la estrella Tzv añadimos en las iteraciones siguientes

4 triangulicos T,, es decir, 4/9 del área de esas puntas, que son la tercera parte del
total del área A', es decir, sumamos −��∙

9 3

v TaA/VV
Y

Por el mismo razonamiento, en cada una de las siguientes iteraciones añadimos
4/9 del area de las puntas, por lo que en total tenemos como área

2 :����↨��∙↨��¿+ 1 �↨��
3 9 3 9 3 9 3

Esta expresión se puede sumar sacando factor común y sumando el paréntesis
como una progresión geométrica indefinida:

: ������������Í + Í ������↨−−3__ 9 9 9 3 ��
���



Es decir, después de un número infinito de iteraciones, tenemos una curva de
longitud infinita que rodea una superficie finita, puesto que es sólo 1,6 veces el
área del triángulo original.
La dimensión de este acopo de nieve» está comprendida entre 1 y 2. Recorder

mos nuestro primer paso: hemos saltado de un segmento de longitud 3 a uno de
4. Si nos quedamos en la recta, tiene dimensión 1,porque 3' =3 . Si hiciéramos un
cuadrado de lado 3, tendria un área 9,porque se cumple que 32 =9 y la superficie
tiene dimensión 2. Como nosotros pasamos a longitud 4, tenemos que encontrar
un número d, la dimensión. tal que 3“ =4. Para encontrarlo…debemos invocar a los
logaritmos.

[eiii
log3�1,2619.

Como vemos, la dimensión es fraccionaria,fmuus, en el latín resucitado por
Mandelbrot, De ahi, el nombre defractal.
Existe una wriación de esta curva que nos es muy familiar: el anticapn de nieve

de Koch. Se define de forma similar al copo, pero las iteraciones se dirigen hacia el
interior de la figura. El primer paso fue utilizado para el logotipo de una marca de
automóvilesjaponesa.

Pero los fractales son mucho más que un curioso artefacto matematico: la na4
turaleza es. en último término, úactal. Para certificado, no debemos hacer más que
fijarnos en los árboles: las pautas de crecimiento de sus ramas pueden modelizarse
mediante fractales con asombrosa exactitud, Hay muchos modelos fractales de ar—
boles que se van ramificando en cada nudo siempre en un determinado angulo,
para formar ramas cuya longitud sea la de la rama anterior multiplicada por un
factorf. Según el walor de ese factor, las ramas pueden llegar a solaparse, es decir, sir
tuarse unas encima de otras. Ese es un problema que hay que resolver, si queremos
construir sistemas eficientes o modelos de la realidad. Para evitarlo, es conveniente
saber cuál es el limite del factor]. Los estudios demuestran que tiene que ver con
CD, porque debe cumplirse que]=1/ d).
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Si en vez de iniciar el árbol con rectas, lo hacemos a partir de una figura, un
triángulo equilatero, por ejemplo, al que le colocamos en cada vértice otro trián—
gulo equilátero cuyo lado sea igual al original, multiplicado por un factor f (en la
figura, ] =1/2), para que no se solape, sino que sólo se toquen las ramas. el valor
máximo también esf=1/º.

El brócoli mmanesco (Brassíca alemcea) es el más hermoso ejemplo de fractal na-
tural, porque su estructura se ve con claridad, sin necesidad de cálculos ni fórmulas
matemáticas. Si cortamos un trozo cualquiera, su forma es siempre la misma que el
total. Certificamos su relacion con © al contar las espirales que lo forman en cual-
quiera de los dos sentidos.Veremos que son dos términos consecutivos de la �����
sión de Fibonacci: las espirales hacia la derecha son 8 y hacia la izquierda son 13.

Las espira/es que se forman en el brócoli romanesco son términos de ���Sucesiónde Fibonacci tanto hacia ¡aderecha como hacia ¡a izquierda
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Final de trayecto

El mundo de los fractales es profundo y complejo;no hemos hecho más que suge-
rirlo. Las manifestaciones de ¡D en la dimensión fractal continúan mucho más allá,
hacia terrenos insospechados. Lo que nos interesa de su relación es que nos permite
constatar que un número anciano y venerable, que empezó su andadura matemati-
ca hace más de veinte Nigllh. puede conectar perfectamente con los conocimientos
matemáticos de VJngqudm. El número (I) no es una antiguilla que atrumbar en el
baúl de los recuerdos. tontini'iu …n vida renovada e imparable.
Aqui acaba uueum viaje, con la esperanza de que haya sido mas parecido al de

un ������que su toma su ticmpo al margen del camino si el ��������∙��lo merece, que
:|] de un �∏���¿il que sólo le interesa el destino. Hemos hecho Varios altos en los
campos más diversos: la pintura, la Arqilltcctllra, la astronomía. el diseño, la propia
u,…ualem Pero también hemos procurado alumbrar la ruta, para avanzar con
p… r …t-
Acabamos de entrar en un territorio de grandes horizontes. Sólo hemos aprendido
cómo recorrerlo, pero queda mucho por descubrir, Sirva este apunte como ejemplo
de las maravillas matemáticas que aguardan a los intrépidos.En la pagina Web de la
Western Washington University encontraremos 10,000 decimales de ©. Si busca-
mos en ellos, tropezaremos con toda seguridad con nuestra fecha de nacimiento,
pero también con la matrícula de nuestro coche. En realidad, podemos encontrar
cualquier tipo de secuencia ���������que podamos imaginar.
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Anexo

Textos originales

CapítuloV de La divina proporción de Luca Pacioli

En el quinto capítulo de De divina proportione, Pacioli da las cinco razones por las
que considera conveniente llamar de tal manera, “La divina proporción», a la ref
lación entre los segmentos resultantes de la media y extrema razón, En el texto se
mezclan razones filosóficas, teológicas y matemáticas,

Del titula que conviene al presente tratado o compendio

Paréreme, Excelso Duque [deMilán], que el titulo ronveniznte a nuestro tratada ha de ser de
La Divina Proporción, ;!ella pargnm [nulidad de correspandemias semejantes… encuentra

en nuestra proporción, de la que tratamos en este nuestro muy un! discurso, que carrzsponden
¡¡Dias mismo. Para nuestro propósito serd sufriente considerar ¿narra de ellas, entre otras.

La ������es que ella es… sala y no más, y no es pasible asignarle otras clases ��aru
fermtias,Y dicha unidad es el epíteto supremo de Dios mismo, según toda la escuela teológica
y también ∫���≤��∫�����

La segunda es la de la Santa Trinidad, es dezir, que, asi Loma in divinis hay una misma
sustancia entre tres personas, Padre, Hijo y Espíritu Santo, de igual manera una misma pro-
porción se encontrará siempre entre tres términos, y nunca más o menos, como se verá,

La… es que, asi comº Dios no puede propiamente dqñnirse ni darse a entender a
nosotros mediante pahbras, nuestra proporción na puede nunca determinarse tan un numerº
inteligible ni expresarse mediante cantidad racional alguna, sino que siempre es oculta y ¡erre-
ta y es llamadairracional por los matemáticos.

La cuarta consiste en que, asi roma Dias no puede cambiar nunca y está todo El en
todo y todo en todas partes, de igual manera nuestra prupora'o'n es siempre, en toda [antidad
continua y discreta, grande o pequeña, la misma y siempre invariable, y de ninguna manera
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ANEXO

puede cambiar ni de otra modo puede aprehenderla el intelecto, tama demostrará nuestra
explicación.

La…conespondentia sepuede añadir no sin razón a las cuatro anteriores: asi como
Dios tanfere el Ser ¿: la virtud celeste, por otra nombre llamada quinta esencia, y mediante
ella a los otros cuerpos simples, las cuatro elementºs, tierra, agua, aire yjuego, y a través de es-
tas da el ser a cada una de las otras cosas de la naturaleza, igualmente nuestra santa propor-
tión torifiere el serforma!, según el antiguo Platón en su Timea, al cielo mismo, atribuyéndale
lafigura del merpo llamada dadecaedra, o cuerpo de date pentdganas, el cual, cama se demos-
!rara' ma's alraja, no puedeformarse sin nuestra proporción. Y, del mismo modo, asigna una
forma propia, diferenciada, a cada una de los elementos: alfuego lafgura piramidal llamada
!etraedro, a la tierra la eu'bita llamada hexaedra, al aire lajígura llamada ottaedra y al agua
la conocida como icasaedm.Ysegún los sabios, todos las cuerpos regulares están oeupados por
esasformas yfguras, torna se explitard más alrizjo acerca de cada uno de ellas. Mediante éstos,
nuestra proporción daforma a atras injnitas ruerpos llamados dependientes.Yno es pasible
praparrianar entre si estas cinco :uerpos regulares ni se entiende que puedan circunscribirse a
la esfera sin nuestra proporción. Aunque se podrian añadir otras cºrrespondencias, baste can
señalar éstas para la denominación adecuada delpresente compendio.

Presentación de La divina proporción de Luca Pacioli
El siguiente fmgnento presenta los dos capitulos consecutivos que exponen la di—

vina proporción en la obra de Pacioli. En el capítuloVI! se describe perfectamente
cómo reconocer una proporción aurea,y en elVllI cómo calcularla.
Se ha conservado el texto casi tal como (he escrito, lo que acarrea a un lector mo—

derno ciertos inconvenientesEl principal es que la forma de expresión resulta hay en
día demasiado discursiva Conocimientos elementales en la actualidad, que se enseñan
en la escuela primaria, como la igualdad de fracciones, requiere de Pacioli penosas
esfuerzos explicativos y el uso frecuente del concepto y la palabra proporción. En
tiempos de Pacioli, rondando el año 1500.1anotación matemática estaba todavía muy
poco desarrollada y el concepto de fórmula en desconocido Se puede observar en el
texto la dificultad que todavía entraña en la época del autor expresar

��√�
2

sólo con palabras, sin utilizar simbolos.



ANEXO

No obstante, si la lectura de este texto vale la pena, no es sólo por su importan—
cia histórica en relación a la proporción aurea…sirio precisamente como instantánea
del estado de las matemáticas en una época pasada, lo que enriquece la panorámica
de su evolución. Desde ese punto de Vista, las figuras del insigne italiano. de sus
contemporáneos,)! aún más de sus antecesores, adquieren todavía mayor dimensión
cuando se comprueba cómo tenian que moverse por fuerza entre los Limites fijados
por un lenguaje primitivo e inadecuado,

CapítuloVII

Del primer efecto de una linea dividida según nuestra proporción

Cuando una linea recta se divide según la proporción que tiene el medio y los extremos,pues asi
llaman los sabios a nuestra exquisita proporción, si a su parte rrlayar se agrega la mitad de toda
bz linea dif/¡dida proparn'onalmente asi, se seguirá de manera necesaria que el cuadrada de su
conjunto siempre es quintuplo, es decir, tiruo vete; mayor, del cuadrado de dicha mitad del total,

Antes de seguir adelante, hay que aclarar cómo debe entenderse e int/uirre ditha proporción
entre las cantidades y cómo la llaman los más sabios en sus obras, Pues digo que la llaman
proponía habens et duo extrema, es decir, proporción que tiene el medio y dos extremos, que
es lo que ocurre a todo temario, pues cualquiera que sea el temario elegido, tendrá siempre el
media ran sus dos extremos, pues nunca se entendería el medio sin ellos. (. ..)

Cómo se entienden su media y sus extremos

Entiendo cómo se designa nuestra propordo'n con su nombreparticular, queda por aclarar cómo
debe entenderse dicho medio y también los extremos en cualquier mntidad, ;! qué condiciones

deben mmplir para que se dé entre ellos la dit/ina proporción. Por eso, hay que saber que entre
términos de un mismoge'nera siempre hay, por necesidad, dos habitudes, es decir,proporciones;
a saber, una entre elprimer término y el segundo, otra entre el segundo y el tercero. Verbigratia:
sean tres cantidades de!mismo género, que de otra manera no se entiende que haya entre ellos
proporción, segikprimera a y sea 9 como número; la segunda sea b y 6,- la tercera c y 4.

Digo que entre ellas hay dos proporriones, una de a y b, es decir, del 9 con el 6, la tual,
entre las comunes,… nuestra obra llamamos sesquia'ltera, y es cuando el término mayor tan-
tiene al menor una vez y media, pues el 9 contiene al 6 y además al 3, que es la mitad de 6,
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;!por esto se llama sesquídltera. ( .) Sea, además, de la segunda, b, con la tercera, c, es decir,
del a con el 4, otra proporción igualmente sesquia'ltera. De si en… son similes o disímiles no
nos preocupamos ahora, pues nuestra intención es sólo aclarar co'rna entre tres términos de la
misma esperie deben darse necesariamente das proporciones. Digo que, de igual modo, nuestra
divina proporcion observa las mismas condiciones,- es decir, que siempre entre sus tres términos,
el medio y los dos extremos, invariablemente contiene dos proporciones siempre de una misma
denominación. Y esta, para las otras sean continuas () diswntinuas,puede suceder de iryínitos

modos, pues a veces entre sus tres términos serd duplo, otras veces triple, ;! sic in ceteris para
todas las especies comunes. Pero entre el media y los extremos de esta proporción nuestra no
esposible que haya variaciones, como se dirá (…),

Por eso hay que saber, para reconocerla entre las cantidades que se presenten, que siempre
entre sus tres términos se la encuentra dispuesta en proporcionalidad tontinua, de este modo:que
el producto del menor extremopor la suma del menor y el medio es igual al cuadrado del medio,
y en consecuencia, dicha suma será necesariamente su extremo mayor; y cuando se encuentren asi
ordenadas en tres cantidades de cualquiergénero, se dice que ellas están según la proporción que
tiene el media y dos extremos;su extremo mayor es siempre la suma del menor y el medio, ypo-
demos decir que dicho extremo mayor es toda la cantidad dividida en aquelhis dospartes, es decir;
extrema menor y medio de ese conjunto de términos. Hay que notar por qué dicha proporción no
puede ser racional, y por qué el extremo menor no puede nunca, con respecto al medio, denomi-
narsepor número alguno, siendo racional el extremo mayor,-pues siempre serán irracionales, como
abajo se dirá claramente.Y esto, de la tercera manera, concuerda con Dios, ut supra,.

CapítuloVIII

Cómo se entiende la cantidad dividida según la proporción
que tiene el medio y dos extremos.

Debemos saber que, cansidera'ndola bien, esta de la división de una cantidad según la proporción

que tiene el medio y dos extremos quiere decir: hacer de aquella rantidad dos partes desiguales
tales que elproducto de la menorpor toda esa mntidad indivisa sea cuanto al cuadrado de lapar-
te mayor Pero, puesto el caso de que resultara molesto dividir dicha cantidad según La proporción
que tiene el medio y dos extremos, y se quisiera, en cambio, hacer dospartes tales que elproducto
de una por toda dicha mntidad sea igual al cuadrado de la otra parte, quien entienda bien y sea
experta en el arte deberá reducir la proposición a dicha cantidad sea igual al cuadrado de la otra
parte; deberá reducir la proposición a dicha proporción nuestra, pues de otra manera nopuede in—

146



anexo

temretarse.Asi, a quien se le dijera: “hazme de 10dospartes tales que, multiplicada una por 10,
haga cuanto la otra multiplicada por si misma”, tratando ette caso y otros semejantes, según las
indicaciones que hemos dado cn la práctica especulativa llamada álgebra, y almucabala por ºtro
nombre, y la regla que sobre este punto damos en dicha obra nuestra, encontrará como solución
que una parte, es decir, bz menor, es 15menos raiz de 125y la otra mayor es raiz de 125menos
5.Yestaspartes, asi detcritas, son irracionales, y en el arte se llaman residuos, cuyas especies son
(¡.)/vulgarmente dichas partes se enuncian asi: la menor, 15menos raiz de 125.Esto signyica
que, tomada la raiz de 125,que espoco más de 1 1,y sustraída de 15,quedará poco más de 3,
¡) digamos, poco menos de 4. Y la mayor se enuncia: raiz de 125menos 5;y quiere decir que,
tomada la raiz del 125,que es poco más de 11, como se doo, restdndole 5, quedaria poco más
de 6, o, digamos,poco menos de 7para dicha parte mayor. Pera tales operaciones de multiplicar,
sumar, sustraer, dividir residuos, binomios y raices y todas las demás cantidades racionales e
irracionales, enteras y quebradas, en todos los modos, por haberlos demostrada cabalmente en la
citada obra nuestra, no me preocupa de repetirlos en este tratado, pues solo se trata de decir cosas
nuevas y no las ya dichas y reiteradas.

Dividido así toda cantidad, tendremos siempre tres términos ordenados en laproporcionalidad
continua según la cual uno es toda la cantidad asl' dividida, es decir, el mctremo mayor, como aqui,
en el caso propuesto, 10;'el otro es la parte mayor, es decir, el medio, como la raiz de 125menos
5;y el tercero, la menor, es decir, 15menos raiz de 125.Entre éstos hay la misma proporción, es
decir, del primero al segundo como del segundo al tercero, y asi a la inversa, del tercero al segundo
oomo del segundo alprimero)/tanto da multiplimr el menor, es decir, 15menos raiz de 125,par
el mayor, que es 10,cuanto multiplicar el medio porsi mismo, es decir, raiz de 125menos 5,pues
tanto una como otroproducto da 150menos raiz de 12.500,tal como busca nuestra proporción.
Por esto se dice que 10esta' dividida según la proporción que tiene el medio y dos extremos, y su
parte mayor es raiz de 125menos 5,y la menor es 15menos raiz de 125,siendo necesariamen-

te una y otra irracionalesYesto es todo lo que se refiere a la cantidad asi dividida.

Elementos de Geometría, de Euclides
El Libro Sexto de los Elementos. de Euclides, contiene la teoria eudorciana dela propo—
sición a la geometria plata. En él se establecen los teoremas de los triángulos semejan—
tes y las construcciones de la tercera, la cuarta y la media proporcional Es la primera
aparición matematica documentada de la proporción aurea. Podemos encontrarla en
la definición 3 errsu expresión más clásica, como proporción enue ¡media y extrema
razón», y en la proposición 30, donde se da un ejemplo de aplicación.
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Libro Sexto

Definiciones
3. Se dice que una recta ha sido cortada en actrema y media razón cuando la recta entera es
al segmento mayar como el segmento mayor es al segmento menan

Proposiciones
Pmyosíeiúrt 30.Dividir una rectafnita dada en extrema y media razón.
SeaAB la rectafinita dada.

Aslpues, hay que dividir la rectaAB en actrema y media razón.

Canstrúyase a partir deAB el cuadrado BC ¡¡ apliquese aAC el paralelagrama CD
igual a BC y que exceda en lafiguraAD semejante a BC.

C F

Ahora bien, BC es un cuadrado; entonces AD es también un cuadrado. Y como BC
es igual a CD, quitese de ambos CE; entonces el paralelogramu restante BF es igual al
paralelogramo restanteAD. Pero son también equidngulas," entonces los lados que comprenv
den los ángulos iguales de los paralelngramos BEAD son inversamente proporcionales;
entonces, como FE es 4 ED, asiAE a EB. Pero FE es igual a AB y ED aAE. Por tanto,
como BA es a AE, asíAE a EE. Pero AB es mayor que/¡E; asi pues,/¡E es también
mayor que EB.
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De esta manera, se ha dividido la recta AB en extremo y media razón por E y su seg—
mento mayor esAE.
Aunque el Libro Sexm es el más conocido en su referencia a la proporción

áureo, Euclides la hace aparecer ya en la proposición 11 del Libro Segundº, que
pretende resolver de manera geométrica la ecuación a (a — x) =xl. Básicamente,
esta proposición es la misma que la proposición 30 del Libro Sexta, y su única di—
ferencia es la terminología. Se podria decir que la 11 (II) es la primera proposición
donde aparece la proporción áureo, pero el autor parece querer reservar esas …es,
tienes para más tarde. En este punto, las oculta bajo un problema de rectángulos.
De todas maneras, con ello de…:…también que cualquier problema sobre���
porciones entre líneas se puede convertir en un problema de áreas de rectángulos.

Líbro Segundo

Proposición 11.Dividir una recta dada de manera que el rectángulo comprendido por la reno
entera y una de los segmentos sea igual al cuadrado del segmento restante,

SeaAB la recta dada,

Asipues, hay que dividir/¡B de modo que el rectángulo comprendido por la recta entera
y uno de los segmentos sea igual al cuadrado del segmento restante.

F G
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Pues constru'yase a partir deAB el cuadradoABDC y dividase en dosAC por el punto
E y tra'cese BE y prolonguese CA hasta E y hágase EF igual a EE, y constru'yase a partir
deAF el cuadrado FH, y prolo'nguese GH hasta K.

Pues como la recta AC ha sido dividida en dos por el punto E y se le ha añadido FA,
entonces el rectángulo comprendida por CE FA junto … el cuadrado deAB es igual al
cuadrado de EE Pero EF es igual a EB; por tanto, el rectángulo comprendido por CE FA
junto con el cuadrado deAE es igual al cuadrado de EB. Pero los cuadrados de BA,AE
son iguales al cuadrado de EB, porque el ángulo correspondiente aA es recio;por tanto, el
rectángulo comprendida por CE FA junto con el cuadrado deAE es igual a los cuadrados de
BA,AE. Quitese de ambos el cuadrado deAE; entonces el rectángulo restante comprendido
por CE FA es igual al cuadrado deAB.Ahara bien, el rectángulo comprendido por CE FA
es FK. porque…-11" …— …mi ��m;¡…���cuadrado deAB esAD;por tanta, FK es igual a
AD, Quitese de ambosAK; entonces el cuadrado restante FH es igual a HA.YHA es el
rectángulo comprendido porAB, BH:parqueAB es igual a BD;pero FH es el cuadrado de
AH;por tanto, el �����������min/¡tendido ��∙�������BH …— �↕��������……irmiu iio HA
De esta manera, la recta tiiiiiti AB lia sido dividida en H de modo que hace el rectángulo

comprendido por AB, BH igual til �������do H/l
Fibonacci y el Liber abaei

El Liber abad, de Leonardo Pisano. llamado Fibonacci, era un libro de un volumen
enorme, repleto de ir…—…r…problemas i……en la aritmética y el álgebra que

su autor había aprendido en sus Viajes. La llltCnClÓn de Fibonacci era demostrar
la utilidad del sistema ��������� ¡ndimrálugn ; sus numemlcs y favorecer su intro-
ducción en Europa. El ……párrafo de la ob… supone la entrada en escena por
primera vez en la �������de Occidente de los números tal y como se conocen hoy
en día en todo el mundo.

Los nueve números indios son. 9 8 ��6 5 4 3 2 1.

Con estas nueve nii/umm, y mii el “X““ ctm, que los árabes llaman zephyr, puede
escribirse cualquier otra “un… …… ���� ������������…a; abajo. Un número es una
suma de unidades, y a �������� de la adición de ellas, ↓��numero puede aumentar sin
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fin. Primero aparecen estos números, que van del uno al diez. Despues, de las decenas
se construyen los números que van del diez hasta el cien, Despues, de las centenas se
construyen esos números que Van del cien al mil. .Y de esa manera, en una secuencia
de pasos sin jinal, cualquier número se construye uniendo los números precedentes.
El primer lugar en la escritura de los números está a la derecha, El segundo sigue al
primero a la izquierda.

Como vemos, Fibonacci denominaba aindios» a los numerales indoarábigost No
obstante, los escribía de izquierda a derecha. siguiendo el sentido de la escritura
árabe. La revolución que suponían estos numerales no era una cuestión meramente
práctica, Con ellos, Fibonacci importaba un concepto muy poderoso, el cerco Como
vemos, los árabes denominaban el cero con la palabra que acabaría significando
aciEra»: zephyr.
En el capitulo XII de la misma obra aparece el problema que daría la gloria a

Leonardo Pisano: el problema de la regeneración de conejos. A continuación se
muestra el texto original, con las anotaciones al margen que incluía.

Principio, 1 Cierto hombre tenia una pareja de conejosjuntos en un cercado,
y queria saber cua'ntas conejospodian nacer de ella en un año, ya que,
por su naturaleza, los conejos pueden alumbrar una pareja al mes, y
cada nueva pareja puede ya alumbrar al mes siguiente,

Cuando la primera pareja alumbra en el primer mes, el hombre
Primer mes, 2 dobla sus conejos; habrá 2 parejas en un mes.

Una de ellas, la quefue la primera, alumbra en el segundo mes,
Segundo, 3 y mi, en el segundo mes hay ya 3 parejas,- de éstas, en un mes, dos

están preñadas, por lo que en el tercer mes, nacen dos pardas de m-
Tercero, 5 nejos, y asi hay 5 parejas en ese mes; tres parejas están preñadas en
Cuarto, 8 el cuarto mes, por lo que hay 8parejas en el mes cuarto, de las cuales,

cinco parejas alumbran otras cinco parejas; éstos se añaden a las ocho
Quinto,,lá» anteriores sumando 13parejas en el quinto mes; esas cinco parejas

que han nacido este mes no se apareon, pero otras ocho parejas están
Sexta, 21 preñadas, asi hay 21 parejas en el sexto mes; a ellas hay que añadir
Séptimo 347 las trece parejas que nacen en el séptimo mes, asi que habrá 34parejas

en este mes;a ellos habrá que sumar las veintiuno parejas que ……
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Octavo, 55 en el octavo mes, llegando a 55 parejas en ese mes; habrá que añadirles
treinta y cuatro parejas que nacen en el noveno mes y tendremos ya

Noveno, 89 89parejas en ese mes;a ésas, se añaden otra vez las cincuenta y cinco
Décimo, 144 parejas nacidas en el décimo mes y ya habra'n 144parejas en ese mes;

se sumarán a ellas una vez más las ochenta y nueve parejas nacidas
Undécima, 233 en el mes undécimo, con la que se habrá conseguido tener 233parejas

en ese mese/i ésas todavia se le añadirán las ciento cuarenta y cuatro
parejas que han notido en el ultimo mes. A!fnal de todo un año la

Duodétimo, 377 pareja con que comenzamos habrá generado 377parejas.

Se puede observar en el mamen de qué manera hemos operada: hemos añadido el primer
número al segundo, es decir, el 1al 2, y el segundo al tercero y el tercero al cuarto y el cuarto
al quinto, y asi una tras otro hasta que añadimos el décimo al undécimo, es decir el 144 al
233, ¡¡conseguimos la cantidad de conejos anilra expuesto, es decir 377, que sepuede seguir
aumentando durante una cantidad de meses sinfin.

La serie de números que presenta este problema y la proporción en que aumentan
serían conocidos posteriormente como ala sucesión de Fibonacci», aunque su autor
nunca supo que Heim-¡an su nombre, puesto que no lo adquirió hasta muchos siglos
después. De hecho, el propio Kepler menciona sus números en una publicación de
1611 describiendo sus proporciones de manera complicada: acomo 5 es a 8, 8 es a
13,13 es a 21»,
Más de cien años más tarde,]acques Binet (1786—1856) desarrolló una fórmula

para hallar cualquier número de la sucesión de Fibonacci dada su posición en la
secuencia.Con la fórmula de Biner se puede enconrrar,por ejemplo, el número 118
de la sucesión de Fibonacci sin necesidad de calcular los anteriores. El desarrollo
para llegar a la fórmula de Binet es bastante complejo, por eso se presentará con
brevedad y entonces se mostrará un ejemplo de su efectividad.
Queda claro que la definición de la sucesión de Fibonacci es recurrente, es

decir, que se necesitan calcular varios cérminos anteriores para encontrar con
un término específico. Si los números de Fibonacci quedan definidos por las
ecuaciones

F" =0
¿=1

F" =FH +11"?2 para n:2.3.4.5…
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estas ecuaciones definen la relación de recurrencia

F…“F…“F… =O—

El lector interesado puede recurrir al texto general del libro, donde se le conducirá
paso a paso al cociente F /F” y a su valor en el límite, llamado 4) o sección aurea.…También alli encontrará la expresión �����<i>—7
que es base de muchos cálculos arinnéticos posteriores. Binet llegó a la fórmula

de un modo bastante laborioso, que no reproduciremos aqui.
1 ��

Sustituyendo el Walor de ¡Dm ����—[——] ]se consigue la fórmula en términosde números reales. ?

var—tn [e]— "=
�−�−�
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